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CHAPITRE 5—LE CHOIX DE LA VOLATILITE EN L'ABSENCE DE COTATION

L'asymétrie moyenne est quasiment nulle et ce quelle que soit lamaturité. De cefait,
on peut raisonnablement considérer que I'asymétrie du rendement est nulle. Par contre le
kurtosis moyen est nettement supérieur a3 (de 4 a7) pour toutes |es maturités envisages. Ce
coefficient traduit I'épai sseur des queues de distributions. Plus ce coefficient est élevéplusles
probabilités de rendement extrémes sont importants. Les risques encourus sont donc plus
grands que ceux retranscrits dansles hypothéses de Black et Scholes. I est donc nécessaire de

corriger lavolatilité historique avant de |'utiliser dans laformule de Black et Scholes.

8 5 - Proposition de correction de la "volatilité historique Black et
Scholes”

En 1982, Jarrow et Rudd ont proposeé une formule d'éval uation des options prenant en
compte la distribution empirique du sous-jacent et non la distribution log-normale.
L 'application du modéle nécessite le calcul delaskewness et du kurtosisdeladistribution de
lavaleur du sous-jacent. Nous rappel onstout d'abord les différentes formes desmile générées
par lesvaleursdelaskewness et du kurtosis puisnous exposons e model e de Jarrow et Rudd

avant de I'appliquer.

A - Les différentes formes de smile

Nous présentons les différentes formes de smile, pour une échéance donnée et en
fonction du strike, obtenues sur les marchés en fonction des valeurs des coefficients
d'assymétrie et de kurtosis.

a.Skewness = 0 et kurtosis = 3

Il sagit du flat smile de Black et Scholes:

A 1SD

>
strike

ou ISD (Implied Standard Deviation) est lavolatilité implicite.
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b.Skewness = 0 et kurtosis > 3

Le smile devolatilité implicite Black et Scholes a cette foislaformed'un U :

A I1SD

strike

c.Skewness = 0 et kurtosis < 3

Lesmiledevolatilitéimplicite Black et Scholesacettefoislaformed'un U renversé:

A ISD

strike

d.Skewness <0

Le smile devolatilité implicite Black et Scholes a cette fois |aforme d'une courbe

décroissante :

strike
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e.Skewness >0

Le smile devolatilité implicite Black et Scholes a cette fois |la forme d'une courbe

croissante :

>
strike
Lacourburedesfonctionsdevolatilitésimplicites dépend du c oefficient deKurtosis.
Nous avons choisi dans ces deux derniers cas une orientation U. Ce sens de courbure
correspond au cas le plus fréguemment rencontré dans la réalité, lorsque les queues de

distribution sont plus épaisses que celle d'une loi normale centrée réduite.

B - Le modéle de Jarrow et Rudd

Supposons que dans|'universrisgue-neutre, le processus de diffusion du prix del'actif
risqué S soit un mouvement brownien géométrique :

d—s =rdt+s dZ,

ol s désigne lavolatilité du rendement de I’ actif, r le taux sansrisqueet ot Z est un
brownien standard.

Sous cette hypothése, ladensité' ">, ladérivée partielle premiére et ladérivée partielle

seconde deladistribution lognormale du prix del'actif risqué al'instant t sont données par :

a(5) =555 eplc,ins [} ep{c,ins)

S

fa(s) _als) ‘C, -
K—?[ZCZM(S) Cy- 1

fa(s) _f1a(s)éma(s) 1 1u . als)

—+2
P T S RN

15 |a densité doit &re numéiquement caculée a patir de I'exponentidle dune somme et non & partir dun
produit d'exponentielle en raison des erreurs numeriques.
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2t

G = i G - i Ghlgdt) Shici= 200 e 6 =eplencs).

Nous rappel ons que sous | a probabilité risque-neutre, le prix d'un call européen C est
égal al'espérance actualiséedu payoff al'exercice. Si ladensité de probabilité del'actif sous-
jacent est lognormale, le prix del'option correspond au prix Black et Scholes. Enrevanche, si
ladensité de probabilitén'est paslognormale, le prix Black et Scholesinclusun biais. Jarrow
et Rudd proposent de corriger ce biais al'aide d'un développement en série d'Edgeworth.
Trois approximations peuvent étre faites afin de calculer le prix del'option. Nousr etenons
celle égalisant les deux premiers moments centrés de la distributions réelles et et de la
distribution lognormale. Sous cette hypothese, le prix d'un call peut é&treréécrit selon Jarrow

et Rudd de la fagon suivante'’® :

Cir =Cps +1 Qg *1 2Q4
ou Crest égal au prix du call selon laformule de Jarrow et Rudd, Cgsest égal au prix du call

selonlaformuledeBlack et Scholes, | ; = g (Dyegie) - G (Diogn)s! 2 = 92(Dredie) - % (Diogn):

/2 le coefficient d'asymétrieet g, = M 3 lecoefficient d'apl atissement de Fisher,

G =
m s
tous deux calculés pour la distribution réelle Dygaie, OU M est €gal au j éMe moment centré,

tandis que pour la distribution lognormale Diggn, ON a gl(D|og,\,):C«’>q+q3 et

%t

0p(Diogn) = 1607 + 15 + 60° + o avec g7 = €% - 1.

C - Extraction du smile de volatilité historique implicite Black et Scholes

Les études réalisées par Corrado et Su avaient pour but d'extraire I'ensemble des
parametresimplicitesdelaformule de Jarrow et Rudd, apartir des prix des options o bservés
sur le marché. Dans le cas qui nous concerne, Nous ne pouvons pas procéder de la sorte
puisque nous devonsfournir les prix. En revanche, nous pouvons cal culer ladistribution des
cours et en déduire unsmile devolatilité Black et Scholes historique. Par exemple, apartir des
donnéesdatant du 01/01/95 au 10/04/97, il est possible de calculer différentsprix d'optionen
fonction du strike selon laformule de Jarrow et Rudd et d'en déduire lavolatilité Black et

Scholes implicite.

176 CORRADO C. e SU T., "Implied Volatility Skews and Stock Index Skewness and Kurtosis Implied by S&P
500 Index Options Prices’, The Journal of Derivatives, 1997, summer.
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a.Extraction de la volatilité

Dans ce paragraphe, nous présentons les deux techniques envisagées ici dans
I'extraction de lavolatilité implicite. || s'agit de laméthode numérigue de Newton Raphson
d'une part et de la méthode analytique de Chance d'autre part.

1 - Extraction numérique de la volatilité
Lesformulesde Black et Scholes pour les options vanilles sont desbijectionsentrele
prix et lavolatilité. Delasorte, il est possible d'utiliser les méthodes numériques pour extraire
lavolatilitéimplicite en connaissant le prix del'option, ce qui n'est pas systématiquement le
cas pour les options exotiques. Parmi les deux principales méthodes pour résoudre le
probléme: ladichotomie et laméthode de Newton-Raphson, c'est cette derniérequi est laplus
rapide en temps d'exécution.
La mise en avre de cette approche nécessite le calcul du vega (i.e. de ladérivée du
prix del'option par rapport alavolatilité). Nous notonsV le prix del'option. Apréscalcul, il
vient :
IV _ Site ¥
s Jp
La méthode de Newton-Raphson utilise la tangente de la fonction pour résoudre le

probleme du type f(x) = 0. Le graphique suivant en rappelle le principe:

A

f(x) .

point de départ

™

point recherché
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2 - Extraction analytique de la volatilité

Chance propose une extraction analytique de la volatilité Black et Scholes plus
générale que celle présentée par Brenner et Subrahmanyan. La technigue mise en are
repose sur une prolongation analytique delaformule de Brenner et Subrahmanyan. Nous nous
attachons maintenant ala rappeler. Dans la suite de |'exposé de | a méthode, le prix spot S
d'uneoption alamonnaiec * (par lasuitelesigne” dénotelescaractéristiquesdel'option al'a
monnaie) est défini par le prix d'exercice K actualisé: S=Ke™.

Laformule de Brenner et Subrahmanyan pour lavolatilité implicite est :

< = cv2p
St

L'extension proposé par Chance est obtenue al'aide d'une forme quadratique.

Soit c leprix d'une option. Ce prix peut étre décomposé en deux parties, I'une étant le
prix de I'option alamonnaie c”, I'autre étant un terme correctif D¢ :
c=c¢c +Dc
A l'aide d'un développement de Taylor al'ordre 2, il est possible d'obtenir ladéviation

delavolatilité implicite :

DS = b +4/b? - 4aq

2a
ou
D" =s -8
DK™ =K - K~
1 *
a=—c
2 S S

g=c -c+cC *(DK )+—c*K* (DK)2
Les dérivées sont aisément calcul ées :
rt - dy?/2 -dy?/2 4%
C;K*:e? C* 'Se**dl
K’'s "/ 2pt s K K's '\/2p
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o = Syte %'? . SJ—edl’zaeJr_ d*=
T SN

Bien gu'intéressante, cette méthode ne donne pas des résultats suffisamment précis
pour étre appliguée sur les marchés et ce méme avec un développement limité de Taylor plus
€leve (ce qui, par ailleurs, complique nettement larésolution).

En conclusion, laméthode de Chance permet d'obtenir un point de départ prochedela
solution mais pas suffisamment pour les intervenants du marché. La méthode de Newton
Raphson donne donc de meilleur résultat mais avec des temps de calculs plus élevés
notamment en raison du point initial choisi. Par conséquent, |laméthode de Chance pourrait
permettre d'obtenir une approximation de ce point initial. C'est cette méthode conjuguée que
nous mettrons en cere.

D - Mise en ceuvre
A partir des données mentionnées précédemment pour |e coursdelaSociété Générale,
nous avons corrigé le cdne de volatilité en fonction de plusieurs paramétres.

Tout d'abord, en supposant que les taux sont constants et valent 2%, que le prix

d'exercice est égal au prix spot, le cbne de volatilité corrigé est :

Cones de volatilité
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Lesvolatilités corrigées sont nettement supérieures au vol atilitéhistoriques. Letableau

ci-dessous donne les val eurs obtenues :

maturité | Maximum % Maximum Corrigé % Minimum % Minimum Corrigé %
1 semaine 52.50 59.09 3.92 4.40
1 quinzaine 40.02 45.03 9.62 10.85
1 mois 35.30 39.75 11.78 13.19
2 mois 32.95 37.02 13.31 14.95
3 mois 30.91 34.68 15.93 18.08
6 mois 26.86 30.18 17.89 20.22
9 mois 25.92 29.21 19.79 22.57
lan 25.77 28.82 19.44 22.18

Les écarts entre les volatilités historiques et les volatilités corrigées sont tres
importants. Pour lavolatilité 1 an, le maximum est de 25.77 % tandis que le maximum dela
volatilité corrigé est de 28.82 %, soit une différence absolue de 3.05 % de volatilité. Au

niveau des prix Black et Scholes celasetraduit par un écart de prix d'option d'environ 10 %.

Dans le casenvisagé, pluslestaux d'intérét sont éleveés, pluslesvolatilités corrigées

sont grandes :

Effet de la valeur des taux d'intérét sur le cone de volatilité corrigé
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Le cOne a éte corrigé en considérant des options au pair. Pourtant les effets du prix

d'exercice de I'option sont conséquents sur la volatilité historique implicite :

Effet de la parité de I'option sur le céne de volatilités

=

————— Maximum S/K=1.1
Minimum S/K = 1.1

!

T
— @ Maximum
—  @— Minimum

volatilités %

maturité

Lerapport S/IK =1.1 signifie que le prix spot est égal al.1 foisle prix d'exercice.

L e tableau suivant fournit les val eurs obtenues en pourcentage :

maturité | Maximum SK=11 Maximum Minimum S/K =11 Minimum
1 semaine 50.11 59.09 4.40
1 quinzaine 41.71 45.03 \/ 10.85
1 mois 39.75 39.75 13.19
2 mois 39.56 37.02 14.95
3 mois 38.00 34.68 15.93 18.08
6 mois 33.90 30.18 21.01 20.22
9 mois 33.31 29.21 24.72 22.57
lan 33.50 28.82 24.72 22.18

Les courbesdevolatilités peuvent se croiser. Pour lesmaturitésfaibles, lavolatilité

minimale Black et Scholes implicite peut ne pas exister.

320



CHAPITRE 5—LE CHOIX DE LA VOLATILITE EN L'ABSENCE DE COTATION

Les cones de volatilités corrigés dépendent alafois de la maturité et du strike des
options. En considérant la moyenne des volatilités, la construction du smile de volatilités
historiquesimplicitesestimmeédiate. |1 est intéressant de noter qu'il est possible de construire

des smiles maximum et minimum avec des niveaux de confiance différents sur lavolatilité.

SECTION 2.Etude non déterministe du rendement du cours

d'une action et de sa volatilité

L esmodel es statistiques dérivés du modele ARCH (autorégressif conditionnellement
hétéroscédastique), tiennent une place importante dans|'économétrie des marchésfinanciers.
Un véritable engouement s'est rapidement créé probablement tant pour les finesses
mathématiques de telles méthodes que pour | es qualités prédictives attendues de ce type de
modélisation.

L e graphique suivant représente |'évolution desvolatilités 20 jours et 200 jours ouvrés
du cours de I'action CGIP au cours de |a période datant du 01/01/87 au 10/04/97.

Evolution de la volatilité du cours de l'action CGIP

120].}
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o] I°Y b b
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13/04/87 12/04/88 12/04/89 12/04/90 12/04/91 11/04/92 11/04/93 11/04/94 11/04/95 10/04/96 10/04/9

Dates

Volatilités %

Vol Histo 200 jours

Vol Histo 20 jours '

Lalecture du graphigue montre que les volatilités sont des fonctions aléatoires.

Dans la section précédente, |'étude était en partie menée sur la distribution des
volatilités des différentes maturités. Le but recherché était d'obtenir un smile de volatilités
historiques Black et Scholes afin d'en déduire des intervalles de confiance portant sur les

valeurs passeées et futures de lavolatilité.
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Dansles model es hétéroscédastiques, lavolatilité n'est pasune fonction déterministe,
mais stochastique. Elle évolue dans le temps de maniére imprévisible. Les courbes de
volatilitéstracées ci-dessus lai ssent présager, laprésence d'une hétéroscédasticité forte des
rendements logaritmiques journaliers (jours ouvrés) de I'action CGIP.

Principal ement pour une meilleure gestion desrisques, certains praticiens ont adopté
les processus detype ARCH. L 'avantage de ce principe de modélisation appliquée alafinance
est d'estimer selon un niveau de confiance donné un intervalle de valeurs probables d'un
indice (un cours, une volatilité,...) sous I'hypothése de dynamiques de prix non linéaires.

En 1990, Nelson'’’ faisait larelation entre lesmodéles ARCH atemps discret et les
model es en temps continu. Dans cette section, I'étude du rendement des actions est faite a
partir des processus ARMA (autorégressif a moyenne mobile) puis GARCH (ARCH
généralisé) al'aide dulogiciel SAS'"® pour lapartie estimative. Lestests sont effectuésavec le
coursdel'action CGIP entrele 01/01/87 et e 10/04/97.

8 1 - Vérification de I'hypothése d'autocorrélation

A - Dans le cas du rendement

Danslapremieére section, |'hypothése d'autocorrél ation du rendement logarithmique
journaliers (joursouvrés) desprix del'action Société Générale avait été rejetéevisuelement.
Il existe cependant des tests statistiques permettant de rejeter ou non I'hypothése
d'autocorrélation des cours. Letest généralisé de Durbin-Watson est souvent utiliséacettefin.

La mise en avre du test de Durbin -Watson al'ordre 1 ave ¢ SAS conduit a:

Ordinary Least Squares Estimates

Durbin-Watson 2.0732 PROB<DW 0.9710
Variable DF B value Std Error t Ratio Approx Prob
Intercept 1 0.000154 0.000381 0.404 0.6860

L e coefficient de Durbin-Watson DW est égal a: DW =2(1-r) our estlecoefficient

de corrélation linéaire.

177 NELSON D., "ARCH Models as Diffusion Approximations”, Journal of Econometrics, 1990, vol 45.
178 | esrésultats obtenus avec lelogiciel SAS sont encadrés.
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Le risque pris en déclarant I'hypothése d'autocorrélation des rendements est égal a

97.10 %. Les rendements de |'action CGIP peuvent étre supposés indépendants.

B - Dans le cas de la volatilité

Le calcul de la volatilité historique effectué sur une période glissante, conduit
nécessairement a un important lien entre les volatilités successives.
L etest de Durbin-Watson confirme bien évidemment lacorrélation étroite entre deux

volatilités 20 jours successives.

Ordinary Least Squares Estimates

Durbin-Watson 0.0359

Variable DF B Vvalue Std Error t Ratio Approx Prob

Intercept 1 0.286668 0.00238 120.318 0.0001

Bien entendu, si la volatilité est calculée sur une période encore plus grande, la

corrélation augmente :

Ordinary Least Squares Estimates

Durbin-Watson 0.0016

Variable DF B Value Std Error t Ratio Approx Prob

Intercept 1 0.303977 0.00159 191.439 0.0001

Plus la base de calcul de la volatilité est importante, plus le processus de la

volatilité empirique est autor égr essif.

L es conclusions sont-ellesles mémes danslaconjecture ou |'on étudielamoyenne une

foistousles 20 jours des volatilités historiques 20 jours ?

1€ mesure 29 mesure 39™ mesure

Y A A\

1 20 40 60 jours
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L 'étude de la question aboutit au résultat suivant :

Ordinary Least Squares Estimates

Durbin-Watson 0.9386

Variable DF B Value Std Error t Ratio Approx Prob

Intercept 1 0.286673 0.00956 29.990 0.0001

Le coefficient d'autocorrélation de la série n'est plus qu'égal a47% acomparer au
coefficient 98.21 % delasérie desvolatilités cal cul ée avec une période glissante. Ce résultat

montre que la volatilité empirique 20 jours est autorégressive.
§ 2 - Les processus ARMA

LesprocessusAR, MA et ARMA ne sont représentatifs que de séries stationnaires ou

179 effectués sur les

corrigées des variations saisonnieres. Les tests de Dickey-Fuller
trajectoires du rendement du coursde |'action CGIP et de savolatilité vérifient I'hypothesede

stationnarité.

A - Les processus AR
Un processus X est autorégressif gaussien pur d'ordre p- AR(p) - Sil est représenté par
larelation linéaire :
Xt= ag+ a1 Xe1+ a2 X2 t...F 8p Xep +€

avec e i.i.d. deloi N(0,S¢), ao, a1, a», ..., ap et sedes constantes.

Nous conduisons les tests, afin de rejeter ou retenir I'hypothese selon laquelle les
rendements puislesvolatilités 20 jours et 200 jours peuvent é&tre modélisés selon un processus
AR(p). Plutét que d'établir I'ordre des processus apartir de leur autocorrélogramme, nous

préférons construire I'étude afin d'expliquer |es raisonnements financiers sous-jacents.

179 voir BOURBONNAIS R., "Economérie’, DUNOD, 1998, 2& édition, Chap 9, "Eléments d'andyse des séries
tempordles'.
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a.Tests avec un AR(1)

1 - Le rendement

L es résultats obtenus al'aide de la méthode des moindres carrés sont :

Parameter Estimate Std Error T Ratio Lag
MU 0.0001542 0.0003670 0.42 O
AR1,1 -0.03693 0.01931 -1.91 1

Constant Estimate = 0.00015986

L 'estimateur delamoyenne est notée MU. Le T Ratio (Estimate/Std Error) indiquela
signifiancedelavariable. Pour MU, le T Ratio est trésfaible, lalecture delatable de Student
permet d'en déduire que la moyenne est nulle avec une probabilité de 67.44% et que
I'estimateur du coefficient a; est significatif ahauteur de 86.21 %.

Le modéle gjusté proposé par SAS est :

Xt = -0.03693 Xxi.1 +€;

L'écart type delavariablee; est égal a: 1.9698 %. En conclusion, bien quelavariable
Xi-1 explique en partie lavaleur delavariable x, lafaible valeur dea; permet de déduire que
le bruit blanc explique en grande partie (en fait en quasi-totalité) le rendement.

Mais, SAS ne fait pas |e test d'adéquation dee; selon uneloi normale. Il est pourtant

indispensable. Nous proposons d'effectuer un test visuel al'aide de ladroite de Henry*® :

180 | 'axe Norma est compost de 9 points auxquels correspondent dans l'ordre croissant les probabilités
regpectives : 0.1%, 1%, 2.3 %, 159 %, 50 %, 84.1 %, 97.7 %, 9 % e 99.9%. Sur le graphique, la courbe des
fréquences cumulées - qui dansle cas duneloi normae est une droite - est appelée droite de Henry.
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Droite de Henry

Droite de référence
=——o—— Axe Normal
Droite de Henry

Modalités - Répartition (axe normal)

Résidus

L etest effectué permet "presque” deretenir I'hypothese de normalitésdesrésidus. Les
problemes se situent au niveau des queues de |a distribution.

Le processus AR(1) semble relativement adapté pour la modédisation du
rendement du cours de la CGIP durant la période considérée. Mais il n'explique pas
suffisamment I'épaisseur des queues de distribution.

2 - La volatilité

Danslecasd'un AR(1) et pour lavolatilité 20 jours cal cul ée sur une période glissante,

on obtient :

Conditional Least Squares Estimation

Approx.
Parameter Estimate Std Error T Ratio Lag
MU 0.33326 0.01850 18.01 0
AR1,1 0.98431 0.0035147 280.06 1
Constant Estimate = 0.00522819
Variance Estimate = 0.00053904
Std Error Estimate = 0.02321717
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Le processus AR décrivant lasérie est :

X = 0.00522819 + 0.98431 x:.1 +e&;

Et ou |'écart type de lavariable e; est égal a: 2.32 %. Lavaleur dea égale a0.98431
montrebien lelien étroit entrelesvolatilités prises sur une période glissante. Le T-Ratio est
exceptionnellement élevé.

Laencore, il est nécessaire de vérifier par la droite de Henry que les résidus sont

normalement distribués. Ce n'est paslecas:
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Le processus AR(1) n'est donc pas adapté pour la modélisation de la volatilité 20
joursdu rendement du coursdela CGIP durant la période considér ée.

b.Tests avec un AR d'ordre > 1

Nousreprenonslestestsavec desprocessus AR d'ordre 2 et 3. Le but est de montrer
(sans tracer I'autocorrélogramme) qu'ils ne présentent aucun intérét supplémentaire par

rapport aun processus AR(1).

1- Le rendement
Puisque, le rendement précédent explique peu le rendement obtenu en t, en
augmentant |'ordre du processus AR, I'influence desrendements antérieursdoit é&tre moindre.

C'est ce que confirme les tests menés dans le cas d'un AR(2) puisd'un AR (3)
Dansle casd'un AR(2), les résultats obtenus sont :
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Conditional Least Squares Estimation

Approx.
Parameter Estimate Std Error T Ratio Lag
MU 0.0001545 0.0003752 0.41 0
AR1,1 -0.03611 0.01932 -1.87 1
AR1,2 0.02216 0.01932 1.15 2
Constant Estimate = 0.00015667
Variance Estimate = 0.00038797
Std Error Estimate = 0.01969683

Le modéle propose par SAS est :
Xt = 0.00015667 - 0.03611 X1 + 0.02216 X2 +e;

Dansle casd'un AR(3), les résultats obtenus sont :

Conditional Least Squares Estimation

Approx.
Parameter Estimate Std Error T Ratio Lag
MU 0.0001542 0.0003719 0.41 0
AR1,1 -0.03591 0.01933 -1.86 1
AR1,2 0.02183 0.01934 1.13 2
AR1,3 -0.0091181 0.01933 -0.47 3
Constant Estimate = 0.00015777
Variance Estimate = 0.00038808
Std Error Estimate = 0.01969969

Le modéle propose par SAS est :
Xt = 0.00015777 - 0.03591 Xi.; + 0.02183 X2 - 0.0091181 X3 + €;
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La valeur absolue des coefficients a.  diminue au fur et a mesure avec leur
signification.

L e test de Durbin-Watson montre que les rendements ne sont pas autocorrélés. Les
tests de normalité de la distribution des résidus montrent que le calage par les processus

AR(p) semble relativement approprié.

2 - La volatilité

Leprocessus AR(1) n'est pas adapté au casdelamodélisation delavolatilité 20 jours
du rendement de I'action CGIP. La prise en compte de valeurs antérieures supplémentaires
peut améliorer la modélisation en raison du lien étroit entre les volatilités prises sur une

période glissante. Les résultats obtenus sont :

Conditional Least Squares Estimation

Approx.
Parameter Estimate Std Error T Ratio Lag
MU 0.33085 0.01790 18.48 O
AR1,1 1.04573 0.01937 54 .00 1
AR1,2 -0.06262 0.01936 -3.23 2
Constant Estimate = 0.00558845

Variance Estimate = 0.00053713

Std Error Estimate = 0.02317604

Soit un processus AR(2) défini par :
Xt = 0.00053713 + 1.04573 Xt.1 - 0.06262 X2 +€;
avec e; ~N(0,2.32%).
Les T Ratio sont assez élevés sauf pour le coefficienta,. Lavaleur du coefficienta
est quasi certaine, mais celle du coefficient a, est peu slre.

Letest de Henry sur lanormalité des résidus donne :
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Droite de Henry
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Comme leprocessus AR(1), le processus AR(2) est rejeté. Laconduction destests
pour les processus AR d'ordres supérieurs amenent arefuser I'hypothése de modélisation dela
volatilité historique 20 jours selon un AR(p).

B - Les processus ARMA

Avant de définir le processus ARMA, |e processus demoyenne mobile MA (Moving
Average) est introduit.
a.Le processus MA(Q)

Lorsque I'on suppose que la variable e; n'‘est pas un bruit blanc, la modélisation
alternative usuelle est celle d'un processus amoyenne mobile d'ordreq - MA(Q) - :

e=¢€i+breri+breat+..+ bp€p

ou b sont des constantes et €'y un bruit blanc.
b.Le processus ARMA(p,q)

Le processus ARMA d'ordre (p,q) est un processus résultant de la somme d'un
processus AR(p) et d'un processus MA(Q) :

Xt= ap+ arXe1+ axXe2+..t @pXep+ €1+ brerr+ ba€a+..+ bp€lyp

ou les notations sont reprises des définitions précédentes.

Choisir un processus ARMA(p,q) implique |'estimation de nombreux parameétres
notamment I'ordre (p,q) du processus. Les processus AR(p) n'étaient pas adaptés ala
modélisation de lavolatilité du rendement du cours de la CGIP, notamment en raison de la

non normalité de la distribution des résidus. Si I'introduction d'un processus a moyenne
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mobile peut suffire aaccepter I'hypothese de normalité auquel cas, les processusARMA (p,q)
conviendraient mieux dans la modélisation du processus de volatilité.
Enfait, nous savons quelestests effectués avec les processus ARMA échouent car les

rendements ne sont pas homoscédastiques :

Q and LM Tests for ARCH Disturbances

Order Q Prob>Q LM Prob>LM

1 2580.80 0.0001 2577 .94 0.0001

2 5071.24 0.0001 2578.31 0.0001

3 7445 .60 0.0001 2580.97 0.0001

4 9688.03 0.0001 2582.12 0.0001

5 11804.0 0.0001 2582.23 0.0001

6 13772.8 0.0001 2584 .15 0.0001

7 15604 .5 0.0001 2584 .23 0.0001

8 17301.7 0.0001 2584 .23 0.0001

9 18835.3 0.0001 2590.70 0.0001

10 20211.9 0.0001 2590.81 0.0001

11 21432.9 0.0001 2590.87 0.0001

12 22489.5 0.0001 2593.67 0.0001
Variable DF B Value Std Error t Ratio Approx Prob
Intercept 1 0.286668 0.00238 120.318 0.0001

La colonne Q mentionne les résultats du Q-Test de Portmanteau. Cetest est utilisé
pour tester les effets non linéaires présents dans les résidus. Les valeurs de probabilités
inférieures a0.0001 indiquent une forte hétéroscédasticité des rendements.

Lacolonne LM fait référence au test du multiplicateur de Lagrange employé améme
escient. Laencore les probabilités inférieures a0.0001 montrent la présence d'une for te
hétéroscédasticite.

L es processus ARMA ne sont donc pas adaptés pour modéliser les rendements en

raison delaforte hétér oscédasticité mesur ée.
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8 3 - Les processus GARCH

Lafamille des processus GARCH (autorégressif conditionnellement hétéroscédastique
générdisé) est semble-t-il I'une des plus utilisée dans la modélisation de la volatilité du
rendement des cours des actifs financiers. 1| semble en effet que | es rendements mesureés
soient hétéroscédastiques al'image du test précédent.

Commelesignale Mandel brot*8! en 1963, "largechangestend to befollowed bylarge
changes— of either sign—and small changestend to befoll owed by small changes'.Plusieurs
raisons expliquent ce phénoméne telles que les crises financiéres et économiques'®?, les
périodes d'instabilité des taux d'intérét et d'inflation'®® mais aussi |afréquence et le volume
des transactions opérées sur |e marché'®,

Lemodéle GARCH(1,1) introduit par Bollerslev'®® en 1986 aprobablement étéleplus
populaire. Dans ce paragraphe, les processus GARCH(p,q) sont définis. Ils sont appliqués
dans la modélisation du rendement du cours d'une action et de la volatilité 20 jours de la
CGIP. Le principal avantage est de faire ressortir un lien étroit entre les rendements et |a

volatilité.
A - Définition
Les modéles GARCH(p,q) sécrivent :
Xt= M+ e
Avec E(e|1t-1) =0
et Var(x;|l1) = hy=c + éqaiefi +§ bih.;
i=1 j=1

ou m est une constante qui représente latendance, ¢ un réel représentant le seuil minimum de
la variance, les coefficients a. représentent la transmission des chocs précédents dans la

variance et b_représentent |e caractére persistent de lavolatilité décrit par Mandel brot.

181 MANDELBROT B., "The Variation of Certain Speculative Prices’, Journal of business, 1963, vol 36.

182 \/oir SCHWERT G., "Business Cydles, Financid Crisss and Stock Volatility”, Working Paper, University of
Rochester, 1988.

183 FAMA E. et SCHWERT G., "Asset Return and Inflation”, Journal of Financial Econorrics, 1977, vol 5.

GLOSTEN L. JAGANNATHAN R. & RUNKLE D. "Reationship Between the Expected Vaue and the
Voldtility of the Nomind Excess Return®, Banking Research Center, Working Paper N° 166, Northwestern
University, Evangton, IL.

184 GOURIEROUX C., JASIAK J. et LE FOL G., "Intraday Market Activity", CREST DP 9633, 1996.

185 BOLLERSLEV T. "Generdized Autoregressive Conditiond Heteroskedasticity”, Journal of Econometrics,
1986, vol 31.
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L es tests que nous effectuons sous SAS sont réduits al'hypothese d'une normalité
conditionnelle. Les processus GARCH que nous envisageons sont donc restreints par
I'hypothese suivante :

eyi-1) » N(O, hy)

B - Application au rendement de la CGIP
L 'estimation des parametres du processus GARCH(1,1) desrendementsdescoursdela

CGIP effectuée avec lelogiciel SAS donne::

GARCH Estimates

Normality Test 1884.232 Prob>Chi-Sq 0.0001

Variable DF B value Std Error t Ratio Approx Prob
Intercept 1 0.000168 0.000357 0.472 0.6371
ARCHO 1 0.000025414 3.022E-6 8.410 0.0001
ARCH1 1 0.077561 0.00705 11.006 0.0001
GARCH1 1 0.853145 0.0141 60.499 0.0001

L'éguation du processus R; du rendement s'écrit :
R: = 0.016837 % +e;
Avec E(e|1t-1) =0
et Var(R; | l.1) = h; = 0.000025414 + 0.077561e?2, + 0.853145 h;4
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Ledensité desrésidus est :

Densité des résidus durendement de la CGIP selonle modele GARCH(1,1)

22

20

[\

18

16}

14

12

—————

10

/ \

/ \

\

~_

— —
-0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

La variance conditionnelle h; des rendements évolue de lafagon suivante :

Evolution de la variance conditionndle du rendement de laCGIP
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Ladensité des variances conditionnelles h; est asymétrique :
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Densité de la variance conditionnelle du rendement de la CGIP selon le modéle GARCH(1,1)
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Ces graphiques montrent bien la trés forte hétéroscédasticité du processus des
rendements.

C - Mise en ceuvre speécifique du processus GARCH - Extraction du smile de

volatilité historique Black et Scholes
a.Mise en ceuvre spécifique du processus GARCH

Supposons que I'on désire évaluer le prix d'un call asiatique sous I'hypothése d'un
rendement du type GARCH(1,1). Aprés avoir estimé les paramétres du processus
GARCH(1,1), il est possible al'aide de laméthode des simul ations de M onte Carlo de générer
plusieurs trajectoires du rendement et donc des prix de |'action'®®.

Dans I'univers risque-neutre, tout actif risqué doit rapporter le taux sans risque. Le
rendement logarithmique des prix d'une action est égal au taux sansrisquer multiplié par la
longueur de la période Dt : r © Dt. Le rendement moyen m du processus GARCH doit par
conséguent étre remplacé par larémunération du taux sansrisque au coursde lapériode: r”
Dt187.

Les premieres valeurs ey et hg servant ainitialiser le processus sont les dernieres
calculées dans I'estimation du processus GARCH. Il suffit ensuite de procéder a des

simulations des bruits blancs. Les processus GARCH ont pour réputation d'étre assez peu

186 | e moddle trinomia de Ritchken et Trevor, op. cit ou la résolution numéique de I'E.D.P. peuvent auss &re
misen cavre
187 Cf. CHUAN J," The GARCH Option Pricing Mode" , Mathematical Finance, 1995, Vol 5.
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stables. Nousavons misen avrelasimulation d'un processus GARCH(1,1) avec lesdonnées
calculées danslecasdelaCGIP:
R: = 0.016837 % +e;
Avec E(et|lt-1) =0
et Var(R; | l.1) = hy = 0.000025414 + 0.077561e?2, + 0.853145 h; 4

avec notamment ey et ho pris égaux respectivement a: 0.00636404 et 0.000380528.
Avec 100 simulations, |'adéquation trouvée par SAS peut étre tres éloignée du

processus mis en gere:

GARCH Estimates

Normality Test 0.7712 Prob>Chi-Sq 0.6801

Variable DF B Value Std Error t Ratio Approx Prob
Intercept 1 -0.001485 0.00175 -0.849 0.3961
ARCHO 1 0.000287 0.000047 6.156 0.0001
ARCH1 1 0.005648 0.0896 0.063 0.9497
GARCH1 1 -1.39587E-24 9.77E-12 -0.000 1.0000

Il faut de nombreuses simulations, 15000 ici, pour que |'adéquation réalisée par SAS

soit systématiquement correcte :

GARCH Estimates

Normality Test 6.5581 Prob>Chi-Sq 0.0377

Variable DF B Vvalue Std Error t Ratio Approx Prob
Intercept 1 0.000030520 0.000147 0.208 0.8352
ARCHO 1 0.000027558 3.473E-6 7.934 0.0001
ARCH1 1 0.084873 0.00642 13.224 0.0001
GARCH1 1 0.838924 0.0138 60.862 0.0001

Ce probleme est lié aune instabilité forte reconnue des processus GARCH. De
nombreuses périodes doivent étre considérées pour |es méthodes de simulations de Monte

Carlo.
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b.Extraction du smile de volatilité historique Black et Scholes

L'extraction du smile devolatilités historiques Black et Scholes est identique acelle
présentée danslapremiére section. A partir desprix calculés pour différentes maturitéset prix
d'exercice par la méthode des simulations sous I'hypothese d'un processus GARCH, on
calcule lavolatilité implicite apartir de I'autre méthode d'éval uation.

L'intérét d'interpoler et d'extrapoler lesvaleurs des optionsréside dans|alenteur des
calculs effectués apartir des méthodes de Monte Carlo liée al'instabilité des processus
GARCH. Aussi aprés avoir calculées quelques volatilitésimplicitesil devient possible par
interpolation desprix (ou desvolatilitésimplicites) de calculer le prix del'option sansavoir

recours ala méthode de Monte Carlo.

Il existe de nombreux autres modéles permettant de spécifier le rendement et la
volatilitetelsqueles ARCH exponentiels, lesARCH Multiplicatifs, lesARCH nonlinéaires,
les GARCH non linéaires asymétriques. .. Les étudesréalisées'® montrent que les pouvoirs
prédictifs de ce type de modele sont limités au cours terme et que ces processus sont
particulierement instables: "L esmodeles ARCH paraissent apporter del'information sur les
volatilités ... la stabilité des modéles laisse parfois adésirer". Enfin selon Gouriéroux 1%,
"Importants par |'analyse de risques qu'ils permettent, ils constituent vrai sembl ablement une
classe transitoire de modeles, une étape avant le développement de méthodes capables
d'analyser de fagon plus adéquate les évolutions jointes de volumes et de prix, les aspects

intrajournaliers et | es non-linéarités dues al'introduction de produit dérivés".

188 \oir par exemple BOULIER JF, DANES V. & SEQUIER P, "Le monde sdon GARCH", QUANTS
décembre 1994, N°16.

189 GOURIEROUX C., "Moddles hééroscédastiques’, Encycdopédie des merchés financiers, TOME II, Ed
Economica, 1997, Articde59.
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L a gestion des options exotiques est nettement plus difficile que celle des options
vanilles. Tout d'abord, en raison des caracteres ameéricains et/ou path-dependent, les
trajectoires de ou des actifs sous-jacents déterminent ladurée devie delaplupart des options
exotiques. Celle-ci peut étre raccourcie soit par un exercice anticipé soit par I'effet d'une
barrieére.

Ensuite, le delta peut avoir une valeur absolue supérieure al. Il devient alors tres
colteux de construire un portefeuille delta-neutre. De plus, le delta et par consequent le
levier'® peuvent étre discontinus. Lagrande val eur du delta et sadiscontinuité peut accroitre
significativement le montant des pertes de I'intervenant.

Aussi, plutdét que de gérer de maniere dynamique les positions, il peut savérer
préférable de créer un portefeuille répliquant dont lacomposition nevarie quetréspeu dansle
temps. La constitution de ce portefeuille est réal isee apartir d'optionsvanilles. Carr, Ellis,
Guptaet Chou'®* ont largement contribué al'essor des techniques de duplication statique des
options exotiques. Ce résultat est fondamental car il permet, bien que sous des hypothéses
restrictives, d'évaluer laplupart des options exotiques apartir d'une somme d'optionsvanilles.

En conséguence, sous ces hypotheses, |'apport des options exotiques dans|'assurance
et laspéculation est limité. Sous des conjectures plus générales, cet apport reste significatif.
L 'accroissement des volumes de vente de ce type de produits dérivés confirme leur intérét.

Dans ce chapitre chacun de ces pointsest repris. Lapremiére section est consacrée ala
durée de vie moyenne des options. Notre principal apport réside dans I'élaboration d'une
technique permettant le calcul de cette durée de vie espérée dans le cadre d'options
américaines et exotiques dont I'éval uation peut étre produite au sein d'un arbre. Ladeuxiéme
section montrelesdifficultésrencontrées danslacouverture dynamiquedesoptionsexotiques

en raison des caractéristiques spécifiques deleur delta. Latroisiéme section est consacréea

190 | 'gadticité dune option par rapport & son sous-jacent est gppelé I'effet de levier. Celui-ci est égd &
dC/

C =d”’ E
ds/

S
191 CARR P, ELLIS K. & GUPTA V., "Sdic Hedging of Path-Dependent Options’, Working Paper, Cornell
University, 1996.
CARR P, ELLIS K. & GUPTA V. "Saic Hedging of Exctic Options', Working Peper, Corndl Universty,
mars 1996.
CARR P. @ CHOU A, "Bresking Bariers : Stdic Hedging of Barier Securities’, Working Paper, novembre
1996.

CARRP. et CHOU A., "Hedging Complex Barrier Options', Working Paper, Avril 1997.
Ces papiers sont téléchargeables apartir du steinternet de CARR : "http:/Amww.math.nyu.edu/research/carrp/”.
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I'étude des modeél es de réplication statique de Carr, Ellis, Gupta et Chou. Enfin, laderniere

section rappelle les apports des options exotiques dans |a gestion des risgues.

SECTION 1.La duration

La durée de vie des options américaines peut étre égale ala maturité de I'option s'il
n'est pas optimal d'exercer de facon anticipé le contrat. Dans le cas des putsaméricains, il
existe une frontiere de prix en-degade laquelleil est optimal d'exercer |'option de maniére
anticipé. Ainsi, ladurée devie espérée des putsaméricains n'est pas égale aladurée deviedu
contrat.

La duration des options a été définie par analogie au terme utilisé pour les
obligations®? en tant que dur ée de vie moyenne des contrats. Cette notion n'est pas limitée
aux simples options américaines. Certains contrats exotiques européens ont une échéance
incertaine. Dans ce cas, laduration est inférieure ala durée de vie maximale du contrat. La
famille des options abarriere présente cette caractéristique.

L e probleme pour le gestionnaire est de gérer son portefeuille avec des produits dont
I'horizon temporel n'est pas certain. Par exemple, s'il achéte un put up & out afin d'assurer,a
faible colt, pour une échéance donnée, une bai sse potentielle de son portefeuille, il suffit que

le prix de référence touche la barriére pour que la couverture ne soit plus effective.

8 1 - Le concept de la duration expliqué avec les options américaines

La durée de vie des options américaines est raccourcie si un exercice anticipé
intervient. Afin decalculer laprobabilité d'exercice anticipé, nous proposons de construireun
arbre binomial d'évaluation du prix de |'option puis un second arbre binomial (appelé arbre
desprobabilités) permettant le cal cul de laprobabilité d'exercice anticipé. Nous commencons
par expliquer le principe permettant de calculer la probabilité d'exercice anticipé dans
['universrisgque-neutre, puis nous énoncons les correctionsaapporter pour effectuer le calcul
dans I'univers réel. Nous poursuivons en donnant une méthode servant au calcul de la
probabilité d'exercice anticipé aun date donnée. Avec quel ques adaptations, notre méthode
présente |'avantage d'étre applicable quel que soit letype del'option et quel que soit |'arbre

d'évaluation utilisé.

192 Cette terminologie est notamment reprise par DOUADY R, "Closed Form Formulas for Exotic Options and
their Life Time Digtribution”, Working Paper, Courant Ingtitute of Mathematical Sciences, septembre 97, p 12.
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A - Calcul de la probabilité d'exercice anticipé dans l'univers risque-neutre

a.Méthodologie

193 est construit.

Dansun premier temps, |'arbre binomial de Cox, Ross et Rubinstein
Parallelement, un second arbre est construit de lafagon suivante :

L es nagls des deux arbres se correspondent ;
Lavaleur initiale des nagls de I'arbre des probabilités est égale al si le ncel
correspondant dans|'arbre de CRR admet un exercice anticipé et 0 ailleurs™*;
La probabilité d'exercice anticipé est calculée en parcourant |'arbre des
probabilités récursivement en gardant le maximum entre |'espérance de la
valeur des naels fils et la valeur intrinséque du nael pére, c'est -adiredela

méme maniere que |I'on parcourt I'arbre de CRR.

Construction de |'arbre des probabilités al'instant initial :

193 ¢, premiére partie
194 Attention, il ne suffit pas que le prix de I'option européenne dans l'arbre soit différente de celui de I'option
américaine. Un exercice anticipé doit avair lieu rédlement.

341



CHAPITRE 6 — TECHNIQUES DE GESTION AVANCEES

noelds oU un exercice

al'échéance, il n'y a
anticipé est intervenu /pas d'exer cice anticipé,
dans I'arbre de CRR_ . toutes les valeurs de
! i I'arbre sont nulles

N
NN
N
~

La seconde étape est la méme que celle de CRR avec exercice anticipé, sans

actualiser lesprobabilités :
P(n,i) = Max{P(n,i)[p” P(n+Li+1)+(1- p) P(n+1i)}

ou P(n,i) est lavaleur del'arbre des probabilités ala période n et apresi hausses du prix du
sous-jacent et p la probabilité de hausse de ce prix dans I'univers risque-neutre.

Pour un call (resp. put), on appellelafrontiére d'exercice anticipé, lavaleur minimae
(resp. maximale), définie pour chague date, de I'action pour laquelle un exercice anticipé a
lieu. Sousleshypothéses de Black et Scholes, et pour un call américain portant sur uneaction
ne versant pas de dividende, cette frontiére n'existe pas car aucun exercice anticipé ne peut
avoir lieu. Enrevanche, lafrontiére d'exercice anticipé d'un put américain est continueet non

nulle pour toute la durée de vie de |'option.
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b.lllustration

1 - Exemple de mise ceuvre
Nous proposons de batir un exemple concret delaméthode exposée al'aide d'un put
américain.
L es données de I'option sont :
S=100;K=100;s=25%;t=21an;r=5% ;N =7 périodes.

L'arbre d'évolution du prix de l'actif est :

193.76

176.29
160.39 160.39
145.93 145.93
132.77 132.77 132.77
120.80 120.80 120.80
109.91 109.91 109.91 109.91
100.00 100.00 100.00 100.00
90.98 90.98 90.98 90.98
82.78 82.78 82.78
75.32 75.32 75.32
68.53 68.53
62.35 62.35
56.73

193.76
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L'arbre d'évolution du prix de I'option américaine est :

0.00
0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.49 0.00 0.00
1.93 1.01 0.00
4.51 3.48 2.10 0.00
8.23 7.31 6.15 4.35
12.30 11.47 10.52 9.02
17.76 17.28 17.22
24.68 24.68 24.68
31.47 31.47
37.65 37.65
43.27
48.39
L'arbreinitial des probabilités est :
0
0
0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1
1 1 0
1 1
1 0
1
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L'arbre final des probabilités est :

0.00
0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
(1,1) 0.00 0.00 0.00
\, 0.06 0.00 0.00
0.17 0.11 0.00 0.00
0.33 0.29 0.24 0.00
0.51 0.48 0.49 0.00
0.73 0.74 1.00
1.00 1.00 0.00
1.00 1.00
/" 1.00 0.00
(4,-4) 1.00
(5,-5) 0.00

La probabilité calculée (avec 7 périodes), dans I'universrisque-neutre, d'exercice
anticipé est al'instant initial égal aenviron 33 %. Les probabilités intermédiaires sont des

probabilités qui n'ont un sens que si ala date précédente aucun exercice n'a été réalisé.

Donnons deux exemples :

au nael (1,1), la probabilité d'exercice anticipé dans le futu r est égal al7 %, parce

qu'au ncel (0,0) I'exercice n'apaseu lieu;

au nael (5, -5), laprobabilité d'exercice est égal al car il n'est pastenu compte qu'au

nael (4, -4) I'exercice adéjaeu lieu.

2 - convergence

Nous poursuivons l'illustration avec I'exemple précédent dans le but de vérifier la

convergence de la méthode.

Nous avons calculé plusieurs probabilités en fonction du nombre de périodes. Les

résultats sont les suivants :




CHAPITRE 6 — TECHNIQUES DE GESTION AVANCEES

Probabilités %

Convergence de la probabilité d'exercice anticipé

52
50,3 ] 1t 12 B 50.21 W 0.1 MW 50.27 I 50.3 | W 50.3 50.35}50-55A50-5b.~5‘i§
83 po.o3 W p0.12 M p P
ACAUAVAVAVA cE
48 - 17.84 \./ \./ A
| M h7.07 M 47.24 W 47.42
6,34 16.73
15,84
4 M 528
a4 .
12 5
40 ~
38,95
87.14
36 -
34,04
33.3
32
D O N 00 OO0 O 14 0 d O d 0O 40O 4 O d O d O d 0 d0 d 0O d o d o «d
A AN N®OOHOFTIDODOD DO ORNDDODO OO OO0 S O
SSBBg98R

Nombre de périodes
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Laprobabilité d'exercice anticipé cal cul ée est supérieure pour un nombre de périodes
égal a2n, ou n est un entier naturel, acelle estimée avec un nombre de périodes égal a2n+1.
Si dans I'arbre binomial de CRR, la probabilité d'exercice anticipé est plus grande, cela
signifie que le prix de |'option doit étre inférieur acelui calculé avec une probabilité
d'exercice anticipé plus faible. En effet, si un exercice alieu c'est parce que la valeur de
I'option est inférieure asavaleur intrinseque. C'est ce que nous vérifionsavec lesrésultats des

prix du put américain en fonction du nombre de périodes :

Evolution du prix du put américain
8.4
8.2 1
. /\ R
7.8
7.6
LOMNMNOOOTAO HdO O 10 dO0d OO0 dOdOd O dO0 10O
AN NOONOTITOOLOONMNNOOOOOOOOOOO0OO0O0 OO
AU OO OO
I LOLO
Nombre de périodes

Il est connu quelorsquelavolatilité augmente, laprobabilité d'exercice anticipé d'un
put américain croit. Nous agrémentons ce résultat avec les calculs effectués avec notre

méthode :

Evolution de la probabilité d'exercice anticipé
en fonction de la voltilité

55

50

45

Probabilités %

40 T T T T T
10 15 20 25 30 35 40

volatilité %
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B - Extension a l'univers réel

Lecalcul delaprobabilitéanticipédoit seffectuer dans!'universréel. L'extensiondela
méthode du calcul de cette probabilité, effectué jusqu'alors dans I'univers risque-neutre, a
['universréel est immédiate.

L'arbreinitial des probabilités permet de connaitre aune date donnéelesintervallesdu
prix de I'action dans lesquels les exercices anticipés peuvent avoir lieu. Il suffit alors de
développer I'arbre des prix de I'action dans I'univers réel, de construire I'arbre initial des
probabilités grace alaconnaissance des plages de val eurs danslesquel les|'exercice anticipéa
lieu, puis de calculer les probabilités de maniére récursive dans I'univers réel et selon le
procédé expliqué précédemment.

En résumé, les deux étapes principal es suivantes sont nécessaires :

Calcul delafrontiére d'exercice de I'option dans I'univers risque-neutre

Reconduite de la méthode avec la diffusion du prix de I'action dans I'univers réel.

Cette méthode est limitée au calcul de la frontiere d'exercice et de la probabilité

d'exercice anticipé. Le calcul de laduration d'une option est impossible avec ce procédeé.

C - Calcul de la probabilité d'exercice anticipé a une date future donnée

Le calcul de la duration d'une option américaine requiert la connaissance des
probabilités d'exercice anticipé achaque instant précédant |a date d'échéance contractuelle.
Nous proposons un algorithme numeérique acet escient. Par souci de simplicité, lescalculs
effectués par lasuite sont toujours menés dans|'universrisgue-neutre. L'extension al'univers
réel ne pose aucune difficulté.
a.Principe de la méthode

Lanouvelle méthode que nous proposons repose sur un parcours de I'arbre de CRR
dans le sens naturel d'écoulement du temps et non plus en arriére comme c'était le cas
précédemment. Lapremiere étape de construction del'arbreinitial des probabilitésest reprise.
L aseconde étape est sensiblement modifiée. Le calcul desprobabilitésd'exercice anticipé en
une date donnée tient compte des éventuel s exercices précédents. Afin de différencier ces
probabilités par rapport acellesintroduitesen A, nous mentionnonslacorrection par lasuite.

Ce nouveau procédé permet le calcul de laduration.
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On suppose qu'il n'y a pas d'exercice al'instant initial puisque alors la probabilité
d'exercice anticipé est égale al et il n'est pas nécessaire de |'étudier. La présentation de la
méthode se fait au sein de deux périodes successives.

On suppose que |'arbre initial des probabilités est le suivant :

7
N

1

/\/

0

p et q sont les probabilités de hausse et de baisse du prix del'actif, dans|"univers dans
lequel on souhaite estimer |a densité de probabilité d'exercice anticipé.
Les régles de calcul sont les suivantes:
L'arbre se parcourt en avant ;
Lavaleur de probabilité d'exercice anticipé aun nael est égale a:
o 0 si aucun exercice anticipé n'alieu ace noel (c'est -adiresi lavaleur de
['arbreinitial vaut 0)
o alasomme des probabilités des chemins dans lesquels aucun exercice n'a
été rencontré si un exercice anticipé a lieu ace nael (c'est -adire si la

valeur de l'arbreinitial vaut 1)

Donc dans I'exemple adeux périodes cela donne :
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o
N

A VAN

On note Prob(n,i) lesvaleursdes probabilitésinitidesqui valent 0 ou 1, ProbaHausse
et ProbaBaisse | es probabilités respectives de hausse et de baisse pour e noel considéré.

Soient P(n,i) lesprobabilités d'atteinte du nael (n,i), et ProbFinale(n,i) laprobabilité
d'atteindre le nag (n,i) ou un exercic e anticipé alieu.

Prob(.,.), P(.,.) et ProbFinale(.,.) sont des matrices triangulaires de dimension'®

(Nombre de périodes, Nombre de périodes).

195 )| nest pas nécessaire de caculer les probabilités jusoua la demniére date d'échéance puisqua cette date,
I'exercice n'est pas anticipé.
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L'algorithme détaillé de la seconde étape s'opéere en deux temps :

Calcul des probabilités corrigé des exercices anticipés et d'atteinte d'un ncad

Etape1:  Calcul desprobabilités corrigées d'atteinte des noauds
P(0,0) = 1

De UnePeriode=1 aNombre de Période Faire

-

S Prob(UnePeriode,1) = 1 Alors
P(UnePeriode,1) =0
Sinon
P(UnePeriode,1) = P(UnePeriode-1,1) * ProbaHausse

De UnNoeud = 1 aUnePeriode-1 Faire
s Prob(UnePeriode,UnNoeud) = 1 Alors
P(UnePeriode,UnNoeud) =0
sinon
P(UnePeriode,UnNoeud) = P(UnePeriode-1,UnNoeud) * ProbaHausse
N~ UnePeriode-1,UnNoeud-1) * ProbaBaisse

Si Prob(UnePeriode,UnePeriode) = 1 Alors
P(UnePeriode,UnePeriode) = 0
Sinon
P(UnePeriode,UnePeriode) = P(UnePeriode-1,UnePeriode-1)* ProbaBaisse
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Etape2:  Calcul desprobabilités d'exercice anticipé

On suppose que lI'exercice n'a pas lieu al'instant initial

Initialiser ProbaFinale a0
De UnePeriode=0 aNombre de Période-2 Faire
De UnNoeud=0 aUnePeriode-1 Faire
/[Sl Prob(UnePeriode,UnNoeud) = 0 Alors
/ Si Prob(UnePeriode+1,UnNoeud) = 1 Alors
(s ProbFinale(UnePeriode,UnNoeud) > 0 Alors
ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud)=ProbFinae(UnePeriodet+1,UnNoeud)
+ (1-ProbFinale(UnePeriode,UnNoeud)) * ProbaHausse
Sinon
ProbFinal e(UnePeriode+1,UnNoeud)=ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud)
. + P(UnePeriode,UnNoeud) * ProbaHausse

S Prob(UnePeriode+1,UnNoeud+1) = 1 Alors
/~ Si ProbFinal e(UnePeriode,UnNoeud) > 0 Alors
ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud+1)
= ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud+1)
+ (1-ProbFinale(UnePeriode,UnNoeud)) * ProbaBaisse
Sinon
ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud+1)

= ProbFinale(UnePeriode+1,UnNoeud+1)
kk\ \_ + P(UnePeriode,UnNoeud) * ProbaBaisse

Apresladeuxiéme étape, | es probabilitésrecherchées sont égal es ala somme pour une

période donnée (UnePeriode) des vecteurs ProbFinale(UnePeriode, . ).
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b.lllustration

L es calculs sont effectués dans |'univers risque-neutre.

En reprenant le méme exemple quele précédent, |'arbreintermédiaire des probabilités,

corrigées des probabilités d'exercice anticipé, d'atteinte d'un noel est :

L'arbre des probabilités d'atteindre un noel ou un exercice anticipé alieu est :

0.00
0.00
0.07 0.09
0.14 0.17
0.26 0.26 0.25
0.51 0.39 0.32
1.00 0.50 0.37 0.30
0.49 0.36 0.27
0.24 0.18 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.13
0.11 0.09
0.00 0.00
0.00
0.00
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L asomme des probabilités pour une méme date représente laprobabilité d'occurrence
d'un exercice anticipé acette date. Lasommetotal e des probabilités est égale ala probabilité

d'exercice anticipé calcul ée, plus simplement, au préalable.

A partir de ces probabilités, il est facile de calculer la duration d'une option :

N 6 Nl
Duration = Maturité’ fﬁ a P(i)=+ g (tP())
e i=0 g i=0

ou P(i) est égal alaprobabilitéd'exerciceanticipédel'option aladatet ; = i Dt (Dt éant

la durée de la période) et ou Maturité représente la maturité de |'option.

Toujours avec le méme exemple, pour 100 périodes, les probabilités d'exercice
anticipés aune date donnée sont égales a:

Probabilités d'exercice anticipé aune date donnée

3.50%
3.00%
2.50%
2.00%
1.50% "
1.00% =

0.50%
0.00% I.n|[|||"|

0.01 0.21 0.41 0.61 0.81

Probabilités %

B
T
===

temps

Laduration calculée est égale a:
duration » 0.834 an.
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Avec 200 périodes, nous obtenons un résultat tres similaire :

Evolution de la probabilité d'exercice anticipé

2.50%
2.00%
1.50%
1.00%
0.50%

0.00% -
0.005 0.205 0.405 0.605 0.805

Probabilités

temps

Laduration calculée est égale a:
duration » 0.834 an

D - Effet du versement des dividendes sur la duration

L'exercice prématuré d'un call américain ne peut survenir que sil y aversement d'au
moins un dividende. L 'algorithme que nous avons présenté est déjaadapté acette situation.
Nous I'appliquons au cas d'un call américain sous les hypothéses suivantes :

S=100:K=100;s=25%:t=1an;r=5%:D=2%ent=0.5an.

Convergence de la probabilité d'exercice anticipé

Probabilités %
oORrNWAO

100
101
00
01

O O d O d O
O O O O 0O O O

L0 Lo
= = 1 4 N N

2501
3000
3001

Nombre de périodes

La convergence numérique de la probabilité d'exercice anticipé est un peu lente en
raison d'une instabilité numérique di au découpage du nombre de périodes. Sous les
hypothéses de Black et Scholes, pour un call américain, |'exercice anticipé ne peut avoir lieu

guejuste avant le détachement du dividende. Or si une date del'arbre de calcul coi ncideavec
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le décrochage du dividende, |'exercice anticipé alieu une période avant. Au contraire, si une

datedel'arbre de calcul précédetréslégerement ladate de versement du dividende, I'exercice

anticipé s'effectue acette date et |'erreur commise est inférieure (tp estladatedeversement du

dividende) :

date ou I'exercice
anticipé est possible

Erreur importante

Pour autant, I'effet du nombre de périodes sur la duration n'est pas significatif :

date ol I'exercice
anticipé est possible

Erreur Faible

Evolution de la duration en fonction du nombre de

Nombre de périodes

périodes
0.855
= 0.854 A
i 0.853
3 0.852 -
0.851
085 T T T T T T T T
O 1 © O 1 O O d O «d O
O O O O O O O OO O O O O O
1 « O IO O O n 0 o O
T 1 1 4 N N N N OO M
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La mesure de la duration par notre procédé est numeériquement stable.

Legraphique suivant révelel'important effet deladate du versement du dividende sur
la probabilité d'exercice anticipé.

Evolution de la probabilité d'exercice anticipé en
fonction de la date de détachement du dividende

60
50
40
30
20
10

O T I T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Probabilités %

date de versement du dividende

(Calculé avec 2000 périodes)

L 'exercice anticipé est d'autant plus probable que le détachement du dividende est
proche |'échéance.

Laduration de I'option en fonction de |a date de versement du dividende évolue en

Creux :
Evolution de la duration en fonction de la date de versement du dividende
1

0.98 \
S 096 \ /
g NS
3 094 T

0.92

0.9 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

date de versement du dividende
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Lorsqueledividendeest prochedel'instant initial, il y apeu de chance qu'un exercice
anticipésurvienne; laduration est prochede 1. Lorsquele dividende est proche del'échéance,
I'exercice anticipé est fréquent maisil est réalisé aproximité del'échéance ; la duration est
proche de 1. Entre ces deux extrémes, |es exercices anticipés ont lieu plus tot et avec une

probabilité non négligeable ce qui tend aréduire la duration de |'option.
8 2 - La duration dans le cas des options exotiques

L'application de notre méthode aux calculs des options digitales américaines est
directe. Méme sous des hypothéses d'évaluation générales, en adaptant |égerement notre
algorithme, la duration de certaines options exotiques, telles que les options abarriére, est

facilement calcul ée.

A - Calcul de la duration des options digitales

Laméthode numeérique expliquée dans|e cas des options américaines est directement

applicable aux options digitales. La convergence de la méthode est laencore vérifiée :

Evolution de la duration de calls digital cash ou rien américains
en fonction du nombre de périodes

0.6

0.5 I—.———I—I—/‘.—.\._.,/—I—I—I—I

0.4

0.3

duration

0.2

0.1 -

Nombre de périodes

—8— strike = 110 —— strike = 101

Donnéesinitiales: S=100; K=1100u1l01;s=25%;t=1an;r=5%: soulte: 100.

Lorsque le prix d'exercice est proche du spot, quel ques problémes numériquesdusa

['utilisation du modéle de CRR apparaissent. Dans|'exemple ou K =101, laduration calcul ée
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avec une centaine de périodes est peu représentative de laduration exacte. Enfait, désquele
prix del'action atteint ou dépasseleprix d'exercice, |'exerciceanticipédel'optionalieu. Or la
mise en axre du modéle binomial avec 100 périodes conduit aux premiéresvaleursdu prix
spot suivantes::
102.53
100
97.53

A l'instar de ce que nous évoquions en premiére partie de cette these dans|e cadre de
la probabilité d'atteinte des barriéres par les prix de I'actif dans |'arbre, la probabilité
d'exercice anticipé est biaisée. Lavaleur 102.53 étant supérieure au prix d'exercice 101, la
probabilité risque-neutre sous-évaluelaprobabilitéréelle d'exercice anticipé. En augmentant
le nombre de période, ce probléme se dissipe et |e calcul deladuration tend vers salimite.
L es résultats peuvent étre stabilisés en adaptant |égérement un arbre trinomial de sorte que
I'un des niveaux de prix del'action col ncide avec le seuil d'exercice.

La duration des options digitales actif ou rien est calculée tout aussi simplement.
L'introduction d'une barriere nécessite une | égere adaptation de |'algorithme. Celle-ci est

présentée ci-dessous dans le cas des options abarriere.

B - Calcul de la duration des options a barriere

Ladurée de vie des options abarriére est incertaine. Leur emploi dans |'élaboration
d'une couverture de portefeuille pour un horizon fixé nécessite de connaitre la distribution
mathématique de leur durée de vie moyenne.

Reiner et Rubinstein, Dana et Jeanblanc-Picqué, et plus récemment Douady se sont
penchés sur le difficile calcul de la durée de vie moyenne des options abarriére. |ls ont
obtenus de nombreuses formul es anal ytiques pour la probabilité du franchi ssement d'une ou
plusieursbarrieres par le prix du sous-jacent et en ont déduit ladistribution mathématique de
la durée de vie des options abarriere.

Dansun premier temps, une partie des résultats de ces auteurs est présentée. Dansun
second temps, notre méthode numérique du calcul de la duration est adaptée aux options a
barriére désactivante. Notre principe est plusgénéral quelesformulesanalytiqueset peut étre
étendu sans aucune difficulté aux options abarriere américaine avec ou sans rebate, aune
structure stochastique des taux et de la volatilité, aun ou plusieurs versements discret de

dividende, etc.
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a.Etude analytique de la durée de vie des options a barriere
Le calcul analytiquede ladurée de vie des options abarriere demande |a connai ssance

préalable d'un ensemble de probabilités présentées ci-apres.

1 - La probabilité de transition
Soit p(S;; Sv) ladensité de probabilité de transition du cours S; de I'actif al'instant t
conditionnellement au prix de |'actif al'instant t 9, .

La probabilité que le cours S a l'instant t appartienne a l'intervalle [a;b]

conditionnellement aSo, P(S T [a b] | So), est définit par :
P(S T [ab]|S0) = Qp(S|S, Jos

Sous I'hypothése classique selon laquelle, dans I'univers risque-neutre, le cours de
I'actif suit le mouvement brownien géométrique suivant :
dS=r&dt +sSdZ
La probabilité P(S T [K: +¥[ | S) n'est autre que le terme trés connu N(d,) de la
formule de Black et Scholes, c'est-adire:
Eﬁn(‘& + § - lS 9[ 0

P(ST [K; +¥[ | So) = N(dh) = Ng eKzSeJ_ 27 G-

é o
Laprobabilité P(S T [a b] | S) s'obtient alors trés facilement :

a?n +a$-—5291— a?n +a$-5529¢0

PS[T a,b &) _N(; eaﬂ e ﬂ—_ N(; ﬂ e .
(ST [&b] | So) g - : g - :
e 4] e (1]

En dérivant la fonction et en faisant tendre les bornes a et b vers S, on parvient a

I'expression de la densité recherchée :

2

ﬁngﬁ%ais 29,2

1 _8 S[ a2 € 2 2 ﬂ
2%t

D(Sﬁ)zme
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Evolution de la dengité de probabilité en fonction du temps et de S(t)

0.07

La probabilité que nous venons de définir ne considére qu'une seule et unique date.
Elle permet de connaitre & un insant donné la probabilité d'appartenance du prix dans un
intervalle.

Elle sert notamment acal culer | es chances, apréspassagedans!'universréd, definir

dans la monnaie al'échéance ou encore au calcul des options corridor.

2 - Etude du de la durée de vie des options a barriere

L'espérance du temps d'arrét correspondant au franchissement d'une barriere par le
prix spot donne la duration des options abarriére désactivante et une valeur minimale dela
duration attendue des options a barriere activante. L'étude de la loi du maximum et du

minimum d'un mouvement brownien avec tendance permettent e calcul de ces durations.

2.1 - Loi du maximum et du minimum d'un brownien avec tendance

Nous reprenons les résultats présentés par Dana et Jeanblanc-Picqué!®®.

Soit X, M¢* et m¢* trois processus définis par :

1% DANA R-A @ JANBLANC-PICQUE M. "Marchés financiers en Temps Continu - Vaorisation et
équilibre’, Ed Economica, 2¢ édition, 1998. Certains des caculs sont trés déallés par RICH D.R, "The
Mathematical Foundations of Barriers Options-Pricing Theory”, Advances in Futures and Options Research, val
7,1994.
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o Xi=n+sB;

avecs >0 (enfaitsis estinférieur a0, il suffit de considérer |e brownien —By)
0 M&=sup(Xs;s£Et)
o mX=inf(Xs;SEt)

Alors,

pourys3 Oetys x:

P(X, £xMX 2 y)=es" P(X, 2 2y- x+2m)

Z_ny - -
P(XtEX,MtX£y):N39(‘mg_ os? N 2y mg
ES tﬂ S'\/E I

poury £0,y £x:
. 2ny .
p(x, = xme s y)= NEXTME o7 (@ X 2y Fmo
st g st g
D'ou, I'on tire les lois du maximum et du minimum :

. Z_ny )
avecy? 0: P(MX £y)= N2 g7 B Y- MO
gs\/t—g s\/f 3

avecy£0: P(m[X 3 y):Nae y+m;_

2.2 - Option a barriere désactivante

Dansle casdesoptions abarriére désactivante, la probabilité du franchissement dela
barriére est une mesure importante. Elle conditionne I'espérance de vie de |'option.
Soit :
By et Bg les barrieres haute et basse ; By > Sp ; Bg > S
b = In(Bu/So)
m=In(r'/d") - 0.5s2
Xt =1In(S/S) ; Xo=0
z un réel inférieur ab

our'est égal al+r,d =1+ davecd letaux de dividende.
Si le processus X franchit lavaleur b, alors labarriére By est franchie:
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A date de franchissement de labarriere
1
|
1
I
I
1
1
I
|
1
I
-
| A b
I
|
1
1
I
:
T VA
I
1
I
1
|
I
I
I
1
1 >
t

La probabilité du franchissement de |a barriére évolue de lafacon suivante!®” :

Probabilité d'atteinte de la barriére

100.00%
80.00% /
2 60.00%
g; 40.00%
20.00%
0.00% : : .
80 90 100 110 120
spot

Donnéesinitiales: B4y =120;r=5%;t=1an;s = 20%

Cette probabilité est croissante avec le spot.

2.3 - Option a barriére activante

Dans le cas des options abarriere activante, |a probabilité recherchée est celle du
franchissement de labarriere par le prix del'actif souslacondition que cedernier terminea

I'échéance de |'option en-dessous'®® de lavaleur de labarriére.

2.3.1Laprobabilité d'atteinte d'une barriere par le prix de I'action et de finir au-dessous

197 Nous avons adapté le graphique en fonction du prix spot et non du rendement.
198 | ‘autre probabilité néoessaire au caoul et cdlle de franchir la barriére et de terminer au dessus. Elle est égde
ala probabilité de finir au dessus de labarriére dont le calcul a é&é dgaéé &ablie.
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Pour obtenir cette probabilité, il suffit d'appliquer laformule précédente,

PgXT <z ap X, >b3 = exp(:ﬁn;DQNga- 2b- i 9
10T) p €s’g & sVT g

Ladensité g,(z) est égale a:

o =oeff0 1 g
’ s’ gsiT & sT g

ou n est ladensité de laloi N(0,1) et mladérive du processus de S.

En repoussant lavaleur de z vers b, on obtient |a probabilité de franchir labarriere et

definir en-decd® :

Evolution de la dengité de probabilité de franchir labarriere et
definir en-dessous

OFRLNWPMOIIO

80 90 100 110 120
spot

Donnéesinitiales: BHh=120;r=5%;t =1an;s = 20%.

Ladensité est une fonction croissante. Plus|espot serapprochedelabarriere, plusla

probabilité defranchir labarriére augmente. Par contre, |lapente est décroissante car pluson

est proche de la barriere plus la probabilité de terminer en-dessous diminue.

2.3.2Etude du temps de passage
Soit Ta letempsd'arrét définissant le premier franchi ssement delabarriére haute By
par le cours de |'action surgissant avant T :
Ta=inf {tT [OT];S =B,,S, <B,}
Ladensité h(Ta) du temps de passage sécrit :

199" Afin de mieux représenter le comportement de la probahilité, I'axe des abscisses est tracé en fonction du spot
etnondez.
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In /
8 >0 X1 S TA)
S TA
S
In—+(m+s 2)1'
ol, X1 = By
] 1-
sA/T
L'allure de cette densité est |a suivante :
Densité du temps de passage

S —
oz f——f——
i —
0.05 / —

005 05 1 15 2 25 3 35 4

T(A)

Donnéesinitiales: S=100; H=120;r=5% ; s = 20%. T(A)=Ta.

Avec lesconditionsretenues, lavaleur deladensité atteint son maximum un peu avant

1 an (il nesagit pasdel'espérance du tempsd'arrét). Apréscepic, laval eur deladensité est
d'autant plus faible que Ta augmente. Cette décroissance traduit la diminution de la

probabilité du prix del'action de revenir au-dessous de la barriére.

b.Etude numérique de la durée de vie des options a barriére

A présent, nous allons comparer certains des résultats analytiques précédents avec
notre méthode de cal cul deladuration. Notre principe de calcul deladuration est plus général
guelesformulesanalytiques. Laconnexion entre ces deux méthodes ne peut donc étre établie
gue sousles hypothésesrestrictives des formules anal ytiques, c'est-adire en présence d'une
option européenne dont | e sous-jacent ne verse pas de dividende, avec une structure destaux
plate et une volatilité du rendement constante.

Aulieudecalculer desprobabilitésd'exerciceanticipé, il faut calculer lesprobabilités
d'atteinte d'une barriére supposée désactivante. La premiere étape de |'algorithme est
maintenue, seuls les appellations changent. L'arbre des probabilités initial est calculé en

attribuant la valeur 1 aux naels pour lesquels la barriére est franchie et une valeur nulle a
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touslesautres. Puisl'algorithmeest reprisen modifiant les conditions portant sur le calcul des
probabilités d'atteinte d'un nael sans qu'un exercice anticipeé soit inte rvenu. Les conditions
sont relatives au franchissement de la barriére.

Avec les données initiales suivantes :

Callup& out; S=100; K=100;By=110;s=25%;t=1an;r=5%,

la probabilité risque-neutre d'atteinte de la barriére cal cul ée de f agon analytique est
egalea: 72.16%.

L e graphique suivant montre qu'avec la |égere adaptation apportée, notre méthode

permet de calculer cette probabilité et la duration de |'option :

Convergence de la probahilité d'atteinte de la barriere

80
S 78
£l o
8 74
£ 72 —
70 T T T T T T T T T T T

100
101
500
501
1000
1001
1500
1501
2000
2001
2500
2501

Nombre de périodes

—— Numérique = Andytique

A part leserreurs dues aux biais del'estimation des probabilitésd'atteinte delabarriere
et inhérentes al'utilisation du modele de CRR au lieu d'un autre plus adapté, la convergence
de la probabilité d'atteinte de la barriere est vérifiée.

Il en est de méme de laduration :
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Convergence de la duration numérique
versladuraion andytique

0.5
e e —}
§ 045 /.—r
g 0.4 72—~
T 035
0.3 T T T T T T T T T T T
O 4 9O 4 9O 4 9 4 9O 4 9o o
o o Q (@] (@] o () (@} o o (@ (@)
w4 4 O H & & Hh Hh © © Ww 1’
4 4 +d4 4 & & &

Nombre de périodes

= Andytique —— Numérique

L a méthode numérique que nous avons élaborée permet de calculer la duration des
options exotigques sans aucune restriction sur les hypothéses si ce ne sont cellesdu modél e par
arbre employé. Le calcul deladuration est possible méme sous | esconjecturesde dividendes
versés a une date fixé, de taux d'intérét et d'une volatilité non constants. L'extension a
I'hypothese de plusieurs sous-jacents ne pose aucune difficulté conceptuelle, seules les

capacités de l'outil informatique sont limitatives.
SECTION 2.La gestion des delta non usuels

Lorsque le prix de I'actif sous-jacent est proche du prix d'exercice, la gestion
dynamique des options vanilles dont |'échéance est proche est incertaine. Il suffit d'unetres
faible variation du sous-jacent pour que la couverture ne soit plus adaptée.

Pour les options exotiques, deux complications supplémentaires peuvent étre
rencontrées. Tout d'abord, sous certaines conditions|e delta des options |ookback es"figé'.
Ledeltaest nul malgrél'évolution dutempset du prix del'actif sous-jacent. Nousappelonsce
type de delta un palier. Ensuite, dans le cas des options abarriere, le delta présente une

discontinuité al'origine d'un levier important pouvant causer des pertes conséquentes.
8 1 - Les delta a paliers

L e delta desoptions | ookback présentelasingularité de pouvoir étre presque nul bien
que lavaleur intrinséque de I'option soit strictement positive.

Prenons pour exemple le cours simulé suivant :
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s A

150 1
100 -
60 -

Ent1, un maximum est atteint. Supposonsque l'option soit un call price lookbackLe

payoff al'échéance est égal a
Payoff = Max { Max (S ; t1 [to;T])—K ; 0}
Dans le cas envisagé, |le payoff al'échéance est égal a:
Payoff = Max{ §, —-K; 0}

En t, et au-del§ la probabilité d'atteindre un nouveau maximum est trés faible. Le
delta du prix de |'option au voisinage du prix spot 60 € est quasiment nul.

Lavaleur de l'option est égal au prix de I'emprunt de nomina §; —K actualisé.

L agestion de cetteoption est fondamental ement modifiée. Ses principal es sensibilités

sont celles d'une obligation zéro-coupon.
8 2 - Les delta non continus

A - Les problemes rencontrés a I'échéance

A |'échéance, les options européennes proche de la monnaie sont extrémement

difficiles agérer en raison d'un delta quasi binaire di aun gammatres élevé :
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Evolution du delta et du gamma d'un call a I'échéance
1 delta
gamma
95' '9I6' '9I7' ' '9I8' ' '9I9' ' '1(;0' ' '1(;1' ' '1(;2' ' '1(;3' ' '1(;4
spot
Donnéesinitiales: K=100; r=5%;t =1/10dejour ; s = 20%.
L e gamma d'une option vanille s'écrit :
y 1 ¢
nE0,8 4 15 24
_ n(dy) éKg é
g avec d; =
St st
Il est facile de montrer que &I}i(m®0g =+¥ . A I'échéance, le delta est discontinu : il
=Kt

vaut Oou 1.

Ce probléme de discontinuité du deltaal'échéance n'est que rarement rencontrés pour
les options asiatiques et |es options lookback. Pour les options lookback le delta évolue
continiment malgré laparticularité du palier. Tandis que la prise en compte d'une moyenne et
non pas d'une seul e et unique val eur atendance adiminuer le gammades options asiatiques ;
les variations du delta sont faibles.

B - Les problémes de delta liés aux options binaires

Le payoff des options binaires est discontinu. Cette irrégularité crée une forte

variabilité du prix del'option en fonction du spot qui s'accroit lorsque |'échéance approche:

Evolution du prix d'un call digital cash ou rien en fonction du spot

/— ;e
0.8 f — —
E I //
0.6] . .
X E
S ]
0.4 -
0.2 A / : :
n:_/_,/-"/ J
70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
spot
maturité 0.5 an co—— MAtUrité 1 jOUI —————— maturité 0.25 an .
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Legraphiquerévelequel'évolution du prix d'une option digitale cash ourien, avec une

soulte égale al €, ressemble acelui du deltad'un call vanille.

A I'échéance, le deltad'un call cash ou rien proche delamonnaie est trésinstable et a

I'aspect du gammad'un call vanille:

Evolution du delta d'un call digital cash ourien en fonction du spot
0.25
0.2
B 015 e
[7]
°
0.1]
0.05]
e —
n'__’_—' f—
R i
70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
spot
maturité 0.5 an maturité 0.25 an maturité 1 jour '

Dansle chapitre 4, nous avons montré que le payoff d'une option digitale pouvait étre
reproduit avec une somme infini de calls spreads. Par conséquent, en constituant un
portefeuille d'option vanille apartir de calls spreads, le profil du prix de lasomme de ces

calls spreads peut étre trés proche de celui d'une option binaire cash ou rien :
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Evolution de la différence entre les call spreads et le call digital

0.001 1 : e . 10 call spread 100-100.1
0.001 ; i ; : H 10 call spread 99.9-100
OAOOl_: ......... 10 call spread 99.95-100.05

0,001 ]

0.000]

0.000]
0.000]

0.000]

o]

0.000]
0.000]

0.000]

0.000]

-0.001 ]

-0.001 ]
-0.001 ]

-0.001 ]

-0.001]

80 85 90 95 100 105 110 115 120
Spot

Donnéesinitiales : K = 100; Soulte=1;r=5%;s =20%;t =1 an.

Dans notre exemple, |'option binaire aété comparée avec 10 callsspreads avec trois
couplesdeprix d'exercicedifférents: (99.9; 100), (100; 100.1) et (99.95; 100.05). Cestrois
casdonnent desrésultats de couverture correctelorsque|'échéance considérée est éloignée (1
an dans I'exemple). Mais ils présentent une couverture al'échéance tres différentes.

Lapremiére stratégie constituée des callsspreads (100 ; 100.1) sous-estimeleprix de
I'option binaire. Ladeuxieme stratégie basée apartir de callsspreads(99.9; 100) surestimela
valeur del'option digitale. Enfin, latroisiéme stratégieréalisée avec dix callsspreads(99.95;
100.05) engendre laplus petite erreur. L e graphique des payoffs montre que cette hiérarchie

des prix correspond aune couverture plus ou moins importante :
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A A
zone mal couverte

__zone trop couverte

100  100.1 99.90 100
1% cas Lcas
A

zone mal couverte

\
zone trop couverte

99.95 100.05 — estlepayoff des calls spreads

3€cas seaannnnn €5t lepayoff del'option binaire

C - Les problémes liés aux options a barriere

Les options abarriere simple se distinguent soit par la position de la barriere par
rapport au prix de I’ action (barriere up ou down) soit par rapport au type de |’ option. En
général, I’ acheteur d’un call (resp. put) anticipe une hausse (resp. baisse) du cours du sous-
jacent. Si labarriére est située al’ opposé de cette anticipation, elle est qualifiée deréguliére
(regular). Danslecasinverse ou laprévisiondel’ acheteur est dirigéeverslabarriére, celle-ci
est dite contraire (reversal).

L’ effet de la discontinuité du delta des options a barriéere n’a pas la moindre

importance selon letyperégulier ou contrairedelabarriére. L’ étude est menée dansles deux
cas.
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a.Le cas des options a barriere réguliére

Les évolutions du prix d'un call vanille et d'un call down & out en fonction du spot

n'ont pas laméme concavité. Lacourbe de prix d' un call vanille est convexe, celled un call

down & out est concave :

Evolution des prix d'un call down & out et vanille
35
30 et
] sl
25 T
x 20 T
s /
15_ L ;
10] :
1
n- T T T T T T T T T T T T 1 T T T 1 T T T T T T T T T T T T T
80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
spot
|_call down & out Call valeur intrinseque .

Donnéesinitiales: K=100;B=99:r=5%;s =25%:t =1 an.

La probabilité d'atteinte de la barriere par le prix de |’ action est d’ autant plusfaible

que ce dernier est élevé. De cefait, lorsquele prix del’ action augmente, le codt d’ achat du

call down & out serapproche de celui du call vanille. Pour un prix spot de 99 €, lavaleur du

call down& out est égale asavaleur intrinseque 0 €. Pour que ce prix puisse rejoindre cel ui

du call vanille, le taux de croissance, c'est-adire le delta, doit étre supérieur al :

Evolution des delta d'un call down & out et vanille
"--...___,,_____‘_
1
—
s
0] f——""
S L
o |
° L
o H
I e RSN R S S S B S S s S S Sy B S S S S s e e e s e
80 85 90 95 100 105 110 115 120 125
spot
| call down & out call

Donnéesinitiales: K=100;B=99:r=5%;s =25%:t =1 an.

373



CHAPITRE 6 — TECHNIQUES DE GESTION AVANCEES

Lorsquele prix au comptant del’ action vaut 100 €, le montant del’ option et son delta
sont respectivement égaux al.285 € et 1.2749. Supposons qu'un investisseur détiemeun call
down & out couvert par lavente de 1.2749 action (soit un montant de 127.49 €). Si al'ingant
d'apres, le spot descend en-decade labarriere, a98 € par exemple, lavaleur ducall est nulle
et lesactionsvalent al'achat : 124.94 €. En soldart saposition, legestionnaireréaliseungain,
horsfraisdetransaction, de : 127.49-124.94-1.285 = 1.2648 €. Si enrevanche, labaissedu
spot sarréte a99 €, une perte, hors frais de transaction, de 0.01 € est enregistrée.

En raison de la valeur élevée du delta (>1) la profondeur du franchissement de la
barriere modifie nettement le profil de la distribution du rendement d'un call down & out
couvert. Lacouverture permet d'amortir laperte du call causé par latraverséedelabarriere.

Un raisonnement symétrique peut étre établi dansle cas des puts up & out couverts.
En cas de hausse du spot, |'achat de|'action sous-jacente servant ala couverture conduit aun

gain qui compense en partie la perte du put ou qui permet de réaliser un gain.
b.Les options abarriére contraire (reversal)

Il est rappel é que les options abarriere contraire sont cellesdont labarriére est située
dans|e sens supposé del'évolution du prix spot del’action: up & out pour un call et down&

out pour un put.
L e delta des optionsabarriere désactivante contraire n'est pas acroi ssance monotone

et sadérivée n'est continue :

Evolution du deltad'un call up & out

80

120

Donnéesinitiales: K=100; B=130;:r=5%;s =25%;t =1 an.

Larupture du deltaau voisinage de labarriére est |a source des principales difficultés
rencontrées danslagestion dynamique des options abarriére. Dans cet exempl e, pour un spot
égal a129.99 € ledeltaest égal aenviron—0.1 et pour unspot égal al30 €, ledeltaest nul. Si
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|e spot dépasse labarriere, I'achat del'action compense laperte du call. Lorsquel'échéanceest

trés proche la perte du call peut ne plus étre amortie par ladétention del’ actif sous-jacent :

Evolution du delta d'un call up & out une heure avant |l'échéance
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Donnéesinitiales: K =100; B=105;r=5%;s =25%;t =1 an.

Supposons qu'une heure avant |I'échéance de I’ option, le prix de |’ action soit égal a
104 €. Danscette hypotheése, ledeltadu call up& out vaut 0.9764. Enthéorie, letitulairede
ce call couvert peut voir ses pertes augmentées en raison de la couverture. En effet, si au
coursdeladerniere heuredeviedel’ option lespot devient égal a106 €, I’ investisseur subit la
pertedelavaleur du call up& out : 3.9989 € et il réalise simultanément une moinsval ue sur
le débouclage delapositioninvestie sur |'action : 1.9528 €. Dans cet exemple, lacouverture
du call up & out entraine une perte supérieure d'environ 50 % par rapport ala perte
occasionneée par la seule détention du call up & out.

Supposons aprésent qu'une heure avant |'échéance del’ option, le montant de |’ action
soit égal a104.9 €. Lavaeur dudeltadu call up& out est-12.3533. Si autermedelaviede
I’ option le coursdel’ action termine al04 €, I’ investisseur possédant lecall up& outcouvert
réaliseun gain al’exercicedel’ optionde: 4- 1.2927 = 2.7073 € maisil enregistre une perte
conséquente en débouclant sa position investie sur I'action : 12.3533" 0.9=11.80€. La
couverture du call engendre une perte supérieure d'environ 400 %.

Dans les deux cas, |a couverture dynamique en delta a augmenté la perte. C'est la
raison pour laquelle, lesoptionsabarriére contraire sont réputées plusdifficilesacouvrir que

les options abarriére réguliére.
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c.Le rebate et le caractére américain, deux facteurs de stabilité dans la gestion
dynamique

Ici, nous ne traiterons que les options a barriere désactivante puisgu'une option a
barriére activante devient une option vanille déslors que labarriére est franchie. Ainsi, une

option abarriére activante américaine ne peut étre exercée avant que labarriere soit franchie.

1 - Effet du rebate

L'introduction d'unrebate appropriérésout | es problemesde couverturedesoptionsa
barriére. Dansle cas d'un call up & out, enintroduisant un rebate égal aladifférence B -K
entrelabarriere B etleprix d'exerciceK, le payoff est continu et ressemble acelui d'un call

spread :

payoff 4

B_K .......

>
K B S

En fait, nous avons supposé que le rebate était versé al'échéance. Sil est donné a
I'instant ou le prix de I'action dépasse |a barriére, aucune discontinuité est constatée dansle
deltacommelerévélele graphique ci-dessous représentatif del’ évolution du deltad’ un call

up & out une heure avant son échéance en fonction du prix del’ action :

Evolution du delta d'un call up & out avec rebate 1 heure avant |'échéance
1.
0.95 ... ‘
0.9_: ............
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0.8
o] ]
=
P.75
© ]
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spot

Donnéesinitiales: K=100;B=105;R=5;r=5%;s =25%;:;t =1an.
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Une heure avant |'échéance, le deltadu call up & out, avec un rebate approprié, est
extrémement stable agauche de la barriére. Au niveau de la barriére et au-del3 le delta est
nul. Mais cela ne géne en rien le paiement de I'option al'échéance car posséder 1 action a
105 € et un emprunt de 100 € est équivalent, horsfrais de transaction, adétenir aucune action

et un emprunt de 5 €.

L'introduction d'unr ebate permet de résoudre | es problémes de gestion dynamiqueen
stabilisant le delta des options abarriére al'échéance. Une option abarriere intégrant un
rebate est égale ala somme d’ une option abarriere sansrebate et d’ une option digitale cash
ou rien abarriere dont la soulte est égale ala valeur du rebate. En conséquence, |e vendeur
d’ une option abarriére sans rebate peut réduire son risgue lié aune gestion dynamique des

actifs en vendant séparément une option digitale cash ou rien abarri ere.

2 - Effet du caractére américain

Si une option abarriére (supposé constante) contraire est américaine, alors son delta
est stabilisé. En effet, si leprix del’ action atteint laval eur précédent labarriere, I’ option doit
étre exercée de maniere anticipeée.

L e graphique suivant représente I’ évolution du prix d’une action par rapport aune

barriére.

barriére

En t1 et enty, le prix spot se situe juste en-dessous de la barriére. Si la barriére est

atteintelavaleur del’ option est nulle. Par conséquent, lavaleur intrinseque d’ un call ne peut

377



CHAPITRE 6 — TECHNIQUES DE GESTION AVANCEES

étre supérieure acelle observée en ces deux dates. Le gain réalisé ala date t actualisé a
I'instant initial est pour la date t;. Si la barriére n'est pas constante, ce résultat n'est pas
toujours maintenu.

Une option américaine pouvant étre exercée atout instant, le prix d'un call up& out
américain est une fonction croissante du spot jusgu'ala barriére puis il est nul au-dela
L'hypothese selon laquelle |es agents économiques préferent plus de richesse amoins de
richesse implique |'exercice anticipé de |'option au prix précédent celui de labarriére. En
supposant quelestrajectoiresdes prix desactifs sont continues, en théorie, le prix d'un call up
& out américain sansrebate est égal acelui d'un call up& out européen avec unrebateégda
ladifférence entre lavaleur de labarriere et le prix d'exercice.

En pratique, cen'est pasle cas. Tout d'abord, |es montants possibl es des actions sont
séparés d'une valeur minimale (tick) et les trajectoires des prix des actions ne sont pas
continues. C'est pourquoi enréalité, les prix des options abarriére contraire ameéricai nes sont

|égerement inférieurs aceux des options abarriére avec un rebate.
SECTION 3.La duplication statique

L e gamma des options exotiques est souvent plus élevé que celui desoptionsvanilles.
Aussi, les variations du delta des options exotiques sont de forte amplitude. La prise en
compte des codts de transaction complique laréplication dynamique d'une option exotique
dans le sens ou il n'est pas possible de réajuster la position achaque instant. La gestion
dynamique des options exotiques est difficile.

A |'opposeé de la gestion dynamique, une autre méthode de couverture, qualifiée de
statique, des options exotiques existe. Lacouverture desoptions est réalisée apartir d'options
vanilles. Carr, Ellis Gupta et Chou?® ont largement contribué aux recherches sur ces
méthodes.

200 CARR P, ELLIS K. & GUPTA V., "Satic Hedging of Path-Dependent Options’, Working Paper, Cornell
University, 1996.

CARR P, ELLIS K. & GUPTA V. "Saic Hedging of Exctic Options', Working Peper, Corndl Universty,
mars 1996.

CARR P. & CHOU A. "Bresking Bariers : Static Hedging of Barier Securities’, Working Peper, novembre
1996.

CARRP. et CHOU A., "Hedging Complex Barrier Options', Working Paper, Avril 1997.

Ces papiers sont téléchargeables apartir du steinternet de CARR : "http:/Amww.math.nyu.edu/research/carrp/”.
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8 1 - La couverture statique des options a barriére

Nous commencons par définir les relations de symétrie entre un call et un put
introduite par Carr, Ellis et Gupta. Les égalités trouvées par ces auteurs sont alabase de la

totalité des techniques de réplication statique évoquées dans un second temps.

A - Les relations de symétrie

Carr, Elliset Guptaont présenté un nouveau type derelations, liant les call setles puts
vanilles, semblable alarelation de parité, que nous exposons maintenant.
L es hypothéses permettant de vérifier cette relation sont plus contraignantes que celle
admises pour larelation de parité :
sous lamesure martingal e équival ente, le processus de diffusion du prix spot del'actif a
un drift nul ;
lavolatilitélocale du prix forward del'actif est supposé égal e pour deux valeurs F1 etF»
de ce prix vérifiant I'hypothése®®! F; F, = F2;

le marché est supposé sans friction et libre d'arbitrage.

Onnote: K¢ (resp. Kp) leprix d'exercicedu call (resp. put), souslacondition K cKp=
F2, avec F le prix forward (d'échéance I'échéance de I'option) de I'actif sous-jacent.
Lestrois principales relations de symétrie lient les options vanillesd’ une part et les
options digitales d’ autre part :
o Relation de symétrie*** des options vanilles
Call (K. ) _ Put(K,)
Ke Ko

0 Relations de symétrie des options digitales

_GP(K,) _GC(K,)
«/KBC(Kc)—W «/K_PBP(KP)—T

ou BC (resp. BP) est un call (resp. put) digital cash ourien et GC (resp. GP) un call

(resp. put) digital actif ou rien.
Ces deux derniéres égalités ne sont vérifiées que sous |’ hypothése d’ une structure
déterministe de lavolatilité.

201 | 'hy pothése d'une structure de volatilité déterministe vérifie cette conjecture.
202 Cette premiére relation est uniquement due ACARR, "European put call Symétrie”, Working Paper, 1995.
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B - La couverture du call down & out

La technique de couverture d'un call down & out en fonction d'options vanilles
seffectue en deux étapes. Le prix d'exercice K est supposé de valeur supérieure alabarriére
Bg.

Les auteurs font remarquer que si la barriére n'est pas atteinte, alors le payoff de
I'option est identique acelui d'un call vanille de méme prix d'exercice K. Mais, si le prix de
I'actif dépasse ou égalise, al'échéance et pour lapremiéerefois, lavaleur delabarriereBg le

prix del'option est nul. Si par ailleurs St = Bg, gréce alarelation de symétrieil vient :

2 e

cal(k)=K Putgd_'—Q

H éKg

En conséquence, le prix deréplication selon Carr, Elliset Guptad'un call downé& out
est donné par :
2 .
Call (K)- £Put(i;aé_l—g avec H <K

H eK g

Si labarriére est atteinte avant ladate d'échéance, une application directedelarelation
de symétrie montre que ce portefeuille a une valeur nulle. La position peut étre débouclée

sans engendrer de plus ou moins-value.

C - La couverture du call up & out

Carr, Ellis et Gupta proposent de décomposer lavaleur du call up & out apartir des
options up & in. Leprincipederéplication est pluscomplexe et aboutit al’ expression du call
up & out en fonction des options digitales®®.

La premiere structure de couverture qu'ils proposent est la suivante :

Call(K)- PutUp& In(K,B,,)- (B, - K)Up& InBond(B,, )

L e raisonnement des auteurs est e suivant. Si la barriere By n'est jamais atteinte, le
payoff est identique acelui d'un call vanille. Dans ce cas, ilsmontrent que lavente d'un put up
& in de strike By et de (Bi-K) options sur une obligation zéro-coupon abarriére®® B UIB
(up & in Bond) ne nécessitent aucun reglement. Si labarriere est atteinte, lavaleur du call up
& out sannuletandis que les options up & in sont activées. Le prix del'actif est alorségal &
Bu, cequi, enraison delarelationde parité, permet de conclure quelavaleur du portefeuille

répliguant est nul.

203 | a technique de réplication des options digitdes rédisée & patir de calls spreads permet de mener le
raisonnement jusqu' al’ expression du call up & out en fonction d options vanilles.
204 par définition cette option paie 1 € al'expiration s labarriére a éé atteinte,
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L a seconde étape du raisonnement est rendue nécessaire par lafaible liquidité des
options abarriére activante. A I'aide de la relation de symétrie, le put up & in peut étre
répliqué avec I'achat de K/By call de strike By2/K. De plus I'UIB peut étre répliqué avec
I'achat de 2 callsdigitaux de prix d'exercice By et de |'achat de 1/By call de strike By.

Ainsi le portefeuille final répliquant le prix d'un call up & out sécrit :

call(K)- —cal &2 &, - k)call Digital (B, )+ 2 call(8, )]
B, eKg g H u

8 2 - La couverture statique d'autres options exotiques

Dans ce paragraphe, nous poursuivons | e principe de réplication statique dans e cas
d'unroll downcall, dun ratchet call puisd'un strike lookback call sanstoutefoisfaire appel

aux raisonnements de Carr, Ellis et Gupta.

A - La réplication statique d'un roll down call étendu

Un roll down call peut étre facilement étendu an (n>2) barrieres basses.
La couverture proposée par Carr, Ellis et Gupta est la suivante :
ERDC (K; ,Bg; )= DOC(K,Bg 1 )+ iél[DOC(Ki Bg;.a)- DOC(K; ,Bg )]
ol Ko est le prix d'exercice initial, K; ,i T {1;...;n}, représente le prix d'exercice effectif
lorsque la barriére Bg; a été atteinte, sous lacondition K; T [Bg; , Ki1].
Lorsque S = Bg 1, la position se réécrit :
ERDC(K; B, )= DOC(Kl'BB,2)+§n-2[DOC(Ki Bg;u1)- DOC(K; ,Bg, )|
Enfin, al'ai dedelarelation de symétrie, il est possible d'exprimer lavaleur duroll call

down étendu en fonction de calls et de putsvanilles:

K, &B2,0 pnék aB3 0 Kk a8, d
ERDC(K; By, ) =C(K,)- —2PGBLTs g6 p¢ Bl i pCrBid
Be: &Ko 5 lzléBB,i $Ki 5 Bgin & K A

B - La réplication statique d'un ratchet call

Un ratchet call est un roll down call étendu qui ne peut étre désactive. La derniere
barriere désactivante est supprimée et tous les prix d'exercice, hormis le premier, sont
SUPPOSES €gaux aux barriéres.

Le prix d'un ratchet call est donc assez similaire acelui d'un roll downcall étendu.
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1
RC(KO’BB,i )= DOC(KO'BB,1)+r_1él[DOC (BB,i ’ BB,i+1)' DOC (BB,i ,Bgj )]+ DlC(BB,m BB,n)
i=

A l'aide de larelation de symétrie, il vient :

aB2. 0 n-1€ B, aBZ _d
RC(KOsBB,i):C(KO)' Ko pG—= :+n601 éP(BB,i )' 2 pe 2 U+ P(BB,n)
BB,1 8Ko @ i=1g BB,i+1 8 BB,i QH

C - La réplication statique d'un strike lookback call

Deux couvertures statiques sont proposées dans ce cas. Lapremiére surestimele prix
de |'option tandis que |a seconde | e sous-estime.

Le prix d'un strike lookback call peut étre assez facilement sous-estimé apartir d'un
ratchet call. En effet, un ratchet call dont le premier prix d'exercice est égal au prix forward
del'actif sous-jacent avec des barrieres étalonnées jusqu'a0 a un prix d'exercice supérieur ou
égal acelui du strike lookback call :

AS — =Dbarriere et prix

d'exercicedu
ratchet call
% Prix d'exercice
du ratchet call
w/‘\v/'”/\
W \/Ww Prix d'exercice du

strike lookback call

De laméme maniére, il est possible avec un ratchet call de surestimer le prix d'un
strike lookback call en considérant que le prix d'exercice effectif est égal alavaeur dela

barriére basse suivante :
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AS — = barriere et prix
d'exercice du
ratchet call

’\4\—\“ % Ko  Prix d'exercice du

strike lookback call

WMV//\W«

Prix d'exercice
du ratchet call

En augmentant |le nombre de barrieres, |'écart entre les deux prix des ratchet call
surestimant et sous-estimant lavaleur du strike lookback call diminuejusgu'aceque, pour un

nombre de barriéres infini, les prix se rejoignent.

Selon cettethéorie, laduplication statique prévient d'une évolution défavorable dela
couverture dynamique des options exotiques.

D'unepart, si le portefeuille constitué apartir d'options vanilles dup lique correctement
le comportement del'option exotiquetraitée, alorsles mémes difficultés de gestion doivent
étrerencontrées. Les mouvements du deltadu portefeuille peuvent étretrésimportantsetils
doivent présenter des discontinuités identiques a celles constatées pour |'option exotique
considéreée.

D'autre part, les hypothéses sur lavolatilité sont trésrestrictives. Carr Ellis et Gupta
supposent qu'automatiquement et grace alarelation de symétrie, il est possible de liquider
certaines portionsdu portefeuilledevaleursnulles. Or, larelation de symétrien'est vraie qu'en

I'absence de smile de volatilité®® pourtant constaté sur |es marchés optionnels.

295 De plus, les volatilités implicites dun call et dun put de méme strike sont différentes. Enfin, la relation de
symétrie netient pas non plus sous les hypotheses de volatilités stochastiques.
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SECTION 4.Les options exotiques au profit de I'assurance et de

la spéculation

Dans le cadre de certaines hypotheses, Carr, Ellis, Gupta et Chou ont prouvé que la
quasi-totalité des options exotiques est décomposabl e en un portefeuille d'options vanilles.
Selon ces auteurs, I'attrait des options exotiques serait donc limité. Pourtant, ce marché
continue ase développer et I'introduction dans un futur proche des options abarriére sur les
marchés organisés ne serait pas surprenante.

A lafin delasection précédente, nous avons dores et déjamontré que le point de vue
de Carr Elliset Guptan'était pastotalement justifié. De fait, nous allons maintenant rappel er

tout I'intérét qu'offreles options exotiques danslagestion de portefeuille de valeur mobiliére.
8 1 - L'assurance de portefeuille usuelle

L'un des réles majeurs des options dans la gestion des portefeuilles est celui de
|'assurance de portefeuille?®. La notion d'assurance est introduite sous I'hypothése que le
portefeuille n'est compose que d'un seul titre. Puis, nous étendons | e principe dansle cadre

d'un portefeuille constitué de plusieurs actifs.

A - L'assurance d'un titre unique

En raison de son effet delevier, une option de vente permet de spécul er sur |a baisse
del'actif sous-jacent. Elle peut aussi servir pour |'assurance de portefeuille. En échangedela
prime percue ala conclusion du contrat, le vende ur sengage apayer al'échéance la valeur
intrinséque del'option. Une action couverte correspond al‘achat del'action et d'un putdont le
prix d'exercice est égal au seuil minimum agarantir.

Notons Pywin, lavaleur minimal e souhaitée d'une action couverte al'échéance. Quelle
guesoit I'évolution du cours du sous-jacent, en achetant I'action et un put de prix d'exercice

Pwin, lavaleur minimale de |'action couverte est assurée :

208 \/qir, par exemple, AUGROS J-C., Les options négociables, Ed Vuibert Gestion, mai 1987.
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1% cas: Le cours de |'action termine sous le seuil Pyin = 100.

Evolution del'action et de |'action couverte

110
105
100 prix
; Attt 5
T
T T T T %
1 0.8 0.6 04 02 0

maturité

—+— action —=— action couverte

Donnéesinitiales: S=100; K =100; r=5%;s =20 %;t =1 an.

Ladétention du put garantit au terme de |'option une valeur minimale, dans|'exemple

100 €, du portefeuille. Avant son échéance, le prix d'un put européen n'est pas forcément
supérieur asavaleur intrinseque. Lavaleur du portefeuille peut donc étre inférieure au prix

d'exercice du contrat optionnel. L'assurance n'est effective qu'al'échéance de I'option.

2°M a5 : e cours de |'action termine au dessus du seuil Pwmin = 100.

Evolution del'action et de |'action couverte

140

130

120

110 prix
0

T T T T 80

1 08 0.6 04 0.2 0

maturité

—+— action —&— action couverte

L'évolution favorable du cours de |'action rend désuete la garantie fournie par la

détention du put. Les valeurs de |'action et de I'action couverte se rejoignent al'échéance.

Lavaleur minimale Py, est garantie quelle que soit la valeur terminale du cours de

I'action. Cette assurance aun colt unique: le montant delaprimeversélorsdel'achat duput.
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Enreéalité, il n'existe généralement pas sur le marché un put correspondant aux besoins
spécifiques du gestionnaire. Lamaturité et le prix d'exercice recherchés peuvent ne pas étre
traités. La duplication dynamique du put, abordée au quatriéme chapitre, savere alors

indispensable pour garantir une valeur minimale au portefeuille.

Le profil du payoff al'échéance d'une action couverte ressemble acelui d'un call.

Souvent, le nom de call synthétique remplace celui d'action couverte.

A A A
S S S
> > >
100 100 100
payoff de I'action + payoff du put = payoff d'un call

L e terme de call synthétique ne nous semble pas réellement approprié. La stratégie
garantie un seuil minimum. C'est la raison pour laquelle, nous préférons décomposer

différemment ce portefeuille al'aide d'options digitales :
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S S S
> > >
100 100 100
payoff dun call actif ourien + payoff dunputcashourien = payoff duneaction couverte

Dans e cadre des hypothésesde Black et Scholes, le prix del'action couverte est égale

100 + 5.57 = 105.57 €.
Lasommedesprix du call actif ou rien deprix d'exercice 100 et d'un put cashourien
de prix d'exercice 100, dont la soulte est égal au seuil minimum garantit 100, vaut :
63.68 + 41.89 = 105.57 €

Les deux stratégies sont bien équivalentes.

B - L'assurance d'un portefeuille

Plus que I'assurance d'un titre unique, |'assurance d'un portefeuille diversifié en
plusieurs actions est souvent recherchée. 11 n'existe pas sur le MONEP de put spécifiqueaux
besoins de chacun des investisseurs. La composition de leur portefeuille est unique. La
couverture seffectue par I'achat d'un put portant sur un actif dont le rendement est le plus

possible corrélé avec celui du portefeuille acouvrir 2%’

. Souvent, le put porte sur I'indice de
référence du marchétel le CAC 40.

En général, cetypede couverture est efficace. Maisellen'est pas parfaite parcequele
coefficient de corrélation est une mesure qui se révele encore plus instable que celle des

volatilités:

207 g Jacorrdation la plus devée en vaeur absolue est négative, I'achat dun call sur letitre convient mieux.
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Evolution de la corrélation entre les cours du Crédit
National et I'indice CAC 40

P A \yn » [ 4 s

SR A v
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A |

i1

|
|

omt 1V

o8 FL A

L V&)

20/03/00 28/06/00 06/10/00 14/01/01 24/04/01 02/08/01

| —
L ——

=

==

corrélation
(@)

<

—— corrélation 20 jours = Corrélation 100 jours

Le CAC 40 est un indice pondéré par les capitalisations boursiéres des entreprises
cotées. Or, lesrécentesfusions et acquisitions modifient sensiblement e comportement de
I'indice. D'abord parce queles actions concernées ne sont plus cotées. Par exemple, I'indice
CAC 40 était durant I'été 1999 composé de seulement 37 actions, en raison de I'OPE |ancée
par laBNP sur |a Société Générale et Paribas. Ensuite parce qu'il ressort de ces opérations des
groupes dont la capitalisation boursiére est considérable et qui aeux seuls constituent une
grande partie des volumes monétaires échangeés. Delafusion Elf - Total réecemment conclue,
il ressort une société émergeante dont la capitalisation boursiére est supérieure a10 % du
poids de la capitalisation totale de I'indice CAC 40. En terme de volumes échangés,
I'influence des cours des plus petites sociétés samenuise ; I'indice n'est plusreprésentatif des
montants destransactions effectuées. Afin deremédier ace biais, certains analystes proposent

de réduire le nombre de sociétés prises en compte dans | e calcul del'indice a35 voire 30.
8 2 - Les apports des options exotiques

L es options exotiques offrent de nouvelles stratégies financieres. Tout d'abord, le
payoff del'option al'échéance peut étre ajusté aux besoinsréelsdel'investisseur. Par exemple,
le paiement final peut dépendre d'un ou plusieurs actifsrisqués de nature différente (action,
taux, change, ...). Ensuite, les gérants peuvent bénéficier d'un colt d'assurance de portefeuille
moindre en raison delalimitation des éventuel s gains par I'ajout d'une ou plusieurs barriéres
conditionnelles. Plus généralement, tandis queles options vanilles européennes n'assurent un

portefeuille gu'indépendamment de I'évolution du cours de I'actif sous-jacent, certaines
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options exotiques permettent de mieux gérer | esrisquesencourus par une évolution spécifique

du prix du sous-jacent.

A - Larecherche des flux financiers souhaités

L'apport e plus remarquable des options exotiques dans |la réalisation des profils
souhaités al'échéance résultent des options portant sur plusieurs actifs risqués, des options
liant les performances obligataires acell es des actions et des options dépendent d'un actif et
d'un taux de change. Ces options exotiques permettent une meilleure assurance des
portefeuilles diversifiés sur plusieurs marchés, aun prix inférieur ala somme de plusieurs
options vanilles nécessaires pour obtenir une couverture similaire.

Par exemple, les optionsquanto donnent la possibilité al'investi sseur de spéculer sur
un marché étranger sans étre expose au risque de change.

B - La recherche d'un produit spéculatif

Par essence, le marché des options est trés spéculatif et il suffit de considérer
I'exemple la faillite de |la Bayrings pour comprendre que la spéculation peut étre
dangereusement "illimitée". Mais en se placant du coté de ceux qui ont percu les gains cette
spéculation aété " savoureusement" enregistrée, hormislesrépercutionsliéesalafaillited'un
confréere. Certaines institutions financiéres sont parvenus a déstabiliser suffisamment la
monnaie d'un pays pour que celle-ci soit dévaluée.

Avec lemarché des options exotiques, lesrendements peuvent étre, en théorie, presque
infinis comme nous le montrons aprésent.s.

s o S dGL s |

Lelevier<-" d'une option défini par le produit =d "~ —, ou Sestleprix dusous-

dS
S C

jacent, C le prix de lI'option etd ladérivée partielle de C par rapport aS, donne lapossibilité
deréaliser des stratégiestres spéculatives. Unlevier égal a5 signifiequeleprix del'optiona
des fluctuations 5 fois plus importantes que celles du sous-jacent. Lacourbe du levier des
options exotiques en fonction du prix du sous-jacent peut étre tres différente de celle des
options vanilles.

Par exempl e, dans|e cadre des hypotheses de Black et Scholes, lelevier attendu d'un
call peut étre nettement inférieur acelui d'un call down & out (lorsque ce dernier existe)

comme le montre |le graphique ci-dessous :

208 | elevier d'une option est parfois appelé oméga.
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Evolution desleviers de callsup & out et d'un call vanille
100

80

60 \
40 \
20 \

80 90 100 110
spot

call down & out - B = 80 === cgl| down & out-B=90= = = call

Donnéesinitiales: S=100; K =100;r=5%;s =20%;:t =1 an.

L'écart entre le levier d'un call down & out et du call vanille homologue s'accroit
lorsgueleprix del'action serapprochedelabarriére. L'écart diminue avec |'augmentation du
montant du sous-jacent. L'achat d'un call down & out est plus spéculatif que celui du call

vanille homologue.

Si labarriereest contraire, I'effet produit sur lelevier est fondamentalement différent :

Evolution de |'effet de levier dun cal up & out

50
spot

%0 100 1N 120
.50 \
-100

\

-150

—ocdlup&out - - - -put

Donnéesinitiales: S=100; K =100;B=120;r=5%;s =20%;t =1an.

Le levier est d'abord positif, supérieur acelui d'un call vanille, puisil devient trés
négatif. Dans ce cas, lavente d'un call up & out crée un levier considérable.
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C - Larecherche d'un colt moins éleveé d'assurance de portefeuille

Lagrande majorité des options exotiquestraitées sur le marchéintégrent une barriere
limitative delaperformance du titre. Ceci induit une diminution du prix del'option parce que
le payoff et donc |a perte possiblement enregistrée par |e vendeur est limitée.

Mais par exemple, |'achat d'un put down & out arebate ne limite pas seulement
I'assurance du portefeuille en valeur comme le fait un put cappé. La date de fin de vie de
['option n'est pas connue avec certitude.

L esoptionsasiatiques partielles ou total es fournissent un autre type d'assurance. Elles
évitent ladégradation de laperformance d'une stratégie al'échéance del'option. Par exemple,

de nombreux BMTN?%°

sont indexés sur laperformance d'un indice de référence entre deux
dates. Lavaleur del'indice est en général cal cul ée sel on une moyenne uniformément pondérée
de plusieurs cours de cléture, al'image des obligations indexées sur action?!°. Le coit de
I'option attachée est considérablement réduit sans pour autant trop pénaliser le spéculateur. La
prise en compte d'une moyenne plutét gu'une valeur ponctuelle réduit les conséquences de
mouvements erratiques de courte durée.

Enrésumé, I'assurance de portefeuille constituée apartir d'options exotiques est moins
colteuse, maisen contrepartie elle est plusincertaine soit sur le montant desflux pergus soit

sur leur date de perception.

D - Larecherche de la dépendance du chemin suivi
a.Les asiatiques partielles, un frein & la manipulation des cours

L e risque de manipulation des cours par I'une des deux parties peut étre parfoisréel.
Cerisque augmente d'autant plus si le contrat est une option exotique sur actions.

Par exemple, levendeur d'une option abarriére peut souhaiter attirer le cours du sous -
jacent verslabarriére pour annuler le contrat?!!. Les options |ookback fournissent un autre
motif de manipulation de lavaleur du sous-jacent. Généralement, ces options dépendent du
maximum ou du minimum du cours du sous-jacent ades dates préfixées. Letitulaire peut étre
tenté de perturber momentané les cours pour fixer un meilleur niveau de performance de
I'option al'échéance. Le risque de manipulati on n'est pas limité aux seules options path-

dependent. Ainsi, lavaleur des optionsdigitales actif ou rien- path-independent - est trés

209 esBMTN sont des bons amoyen terme négociables.

219 voir, AUGROS JC e MORENO M., "Evauation des obligations indexées sur action”, Cahiers de recherche
del'ISFA, 1999.

211 Cegt principdement en raison de la manipulation effective des cours que les options parisiennes ont éé
créées.
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sensible al'échéance en raison de I'écart important de payoffs entre une option qui termine
danslamonnaie (le gain enregistré est égal alavaleur del'actif) et une autre qui finit horsla
monnaie (lavaleur du payoff est nulle).

Il n'est guere envisageable d'influencer un indice tel le CAC 40 en raison non
seulement de la capitalisation boursiére qu'il représente mais aussi acause de I'étroite
surveillance des arbitres. En revanche, influencer, durant une courte durée, sur une ou
plusieursactionsest concevable. Si le calcul desvaleursderéférence s'effectue sur plusieurs

jours, les manipulations sont plus difficiles aeffectuer.

b.Les lookback, une protection maximale

Leprix desoptions |lookback est réputé élevé. L es opérations financieres portant sur
ces contrats sont de faibles montants et peu fréquentes. Durant les périodes de fortes
volatilités, I'incertitude s'accroit. Etant donné que le prix des options |lookback est d'autant
plus élevé que lavolatilité anticipée est importante, I'utilisation de ces produits dérivés est
rarement justifiée.

En raison de leur codt prohibitif, ils ne sont pas réellement adaptéesala spéculation
sauf dans|aperspective d'uneforte hausse delavolatilité. Lorsqu'une hausse de lavolatilité
est anticipée et que le sens de variation du prix du sous-jacent n'est pas pressenti, il est
possible de recourir al'achat d'un straddle. Si I'anticipation se révéle exacte, le prix du
straddle augmente grace alahausse delavolatilité tandis que | 'effet delavariation du prix du
sous-jacent est relativement bien compensé par la détention du call et du put. Maissi le
marcheé se retourne avant I'échéance alors les deux options peuvent finir alamonnaie et le

payoff est nul :
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4  évolution du temps Q\ valeur intrinséque
du straddle

prix du straddleau
cours du temps

>
S

Tandis que I'acquisition d'un strike lookback call conduit aun payoff non nul :

4  évolution du temps @\ \éﬁlfgéllggégfmqrz

I'instant initial

prix du lookback call
au cours du temps

L'utilité des lookback reste avant tout I'assurance de portefeuille. Par exemple, un put
price lookback assure achaque instant une valeur minimum du portefeuille et non plus
seulement al'échéance de |'option. En conséquence, elles sont surtout employées par les
entreprises dont le résultat de leurs activités est étroitement lié au marché des changes.
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Dans cette deuxiéme partie, les principal es techni ques de gestion des options exotiques
ont été abordées. Nous nous sommestout d'abord attachés amontrer qu'en raison du caractere
path-dependent de certai nes options exotiques, |e versement de dividendes aux actionnaires,
entraine un effet non négligeable sur lavaleur des contrats. En outre, au travers de quelques
exemples, il a été montré que l'incertitude relative au montant du dividende et asa date de
détachement a généralement des conséquences encore plus significatives sur lepremiumdes

contrats exotiques que sur celui des options vanilles.

Lamesuredelavolatilité historique est un indicateur permettant de définir le prix des
options non cotées et de connaitre la cherté des options cotées. En effet, si |e marché des
options négociables est suffisamment liquide, il est possible d'apprécier lavaleur desoptions
exotiques grace au smiledevolatilité extrait des prix des options négociables. En revanche si
aucune indication n'est donnée par le marché sur lavaleur delavolatilité implicite, seulela
mesure delavolatilité historique permet de définir le prix d'une option exotique. L e deuxieme
chapitre aété consacrée acette étude. 11 a été montré qu'al'aide de modél es plus élaborés que
celui de Black et Scholes, il était possible de donner une mesure de lavolatilité historique

dépendante du prix de I'action et de la maturité envisagée.

Ladurée devie des options américaines et des options exotiques peut étreincertaine.
Nous avons établis, al'aide d'un arbre binomial, une méthode permettant le calcul des
probabilitésdefin de vie del'option, en une date donnée, et ce sans aucune autre restriction
sur les hypothéses que celles formulées dans la méthode d'évaluation par arbre utilisée.
Connaissant cet ensemble de probabilités, la durée de vie moyenne (duration) de I'option

considérée est déduite sans difficulté.
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CONCLUSION GENERALE

Une grande variété d'options exotiques sur actions a pu étre révél ée dans cette these.
Celles-ci peuvent étre classées en cing grandes catégories :
les options abarriére ;
les options a payoff complexe ;
les options contingentes aplusieurs actifs risqués ;
les options aéchéance glissante ;

les options conditionnées par un taux de change.

L esmodeles numériques d'éval uation proposés dans|apremiere partie permettent de
calculer directement laval eur des options appartenant aux trois premieéres classes d’ options
mentionnées. Pour les deux autres groupes, quelques |égeres mais triviales modifications
doivent étre apportées. I est par exemple nécessaire de créer un petit algorithme permettant
de recalculer la valeur des options aéchéances glissantes pour chaque noed de I’ arbre des
prix del’ option. L’ intégration de ladynamique d’ un taux de change peut étre réalisé soit par
la modélisation seéparée del’ action et du taux de change soit par |la modélisation du produit

action taux de change®*?.

*

Nous avons orienté nos travaux de recherche sur I'évaluation des produits dérivés
autour de deux techniques fondamental es.

Lapremiére méthode est basée sur |'interpolation del'arbre de prix del'option. Cette
démarche intuitive, dont la rigueur mathématique a toutefois été démontrée, permet
notamment d'évaluer les optionspath-independent contingente aun ou deux actifsrisquésa
['aide d'un arbre. En outre, elle nous a permis de mettre en évidence les problemes de
surévaluation ou de sous-évaluation des options abarriere. L'adaptation de la méthode que
NouUS avons proposée résout ces problemes et garantie le respect de la distribution

mathématique du prix de |'option.

212 Toft K. e Rener E, "Currency-Trandated Foreign Equity Options : The American Case’, Advances in
Futures and Options Research, 1997, Vol 9.
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L a seconde méthode repose sur un découpage de I'intervalle de gestion de |'option
plusfin que celui défini danslesapprochesclassiques. Selon cettetechnique, il est nécessaire
d'opérer deux subdivisions du temps. La premiere correspond a celle des approches
numériques traditionnelles. La durée de vie de I'option est divisée en plusieurs périodes de
longueur identique. La seconde subdivision du temps que nous proposons s'effectue a
I'intérieur de chacune des périodes pour aboutir aun ensemble de sous-périodes dont la
longueur n'est plus forcément unique. Par exemple, pour les options abarriere, lalongueur
des sous-périodes dépend de chacune des périodes et des caractéristiques del'option et de son
action sous-jacente. Pour les options contingentes aplusi eurs actifsrisqués, les sous -périodes
sont de la méme durée quelles que soient les caractéristiques de I'option et des actions
supports. Enfin, pour les options contingentes aux taux, deux sous-périodes sont crééesa
I'intérieur de chaque période, la seconde étant de durée infiniment courte. Le graphique
suivant résumeen |'illustrant e principe de décomposition du temps en fonction del'option
considérée :

Dans |e cas des options abarriére, la durée des sous-périodes n'est pas constante :

fins des premiéres sous-périodes

< >« r< >« > >t—>
1 période

Dansle cas des options contingentes aplusi eurs actions, la durée des sous -périodesest

unique :

fins des premiéres sous-périodes

>4

|
< >« p< >« >PL+—>
1 période

(exemple en présence de deux actifs)
Dansle cas des options contingentes aux taux, ladurée delaseconde sous- période est

infiniment courte :
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fins des premiéres sous-périodes

I .................. H ................. I' .................. |I ................... |I ................... ll .................. II

< >« r< >« > >t—>
1 période

Nous pensons que cette technique de décomposition du temps pourrait étre appliquée
dans le cadre de I'hypothése d'une volatilité stochastique du rendement de |'action sous-
jacente. Pour |'instant, cette généralisation n'a pu étre réalisée parce que nostravaux actuels
aboutissent acréer une corrélat ion stochastique entre le rendement de I'actif risqué et sa

volatilité.

*

L'incertitude concernant la date du versement des dividendes et leur montant a des
conséquences plusimportantes sur lepremi umdesoptionsexotiquesque sur celui desoptions
standard. Leur prise en compte ne peut s'effectuer en continu d'ou I'utilité des méthodes

numeriques par rapport aux formules analytiques.

L es transactions sur les options exotiques s'effectuent sur le marché de gré agre,
Supposé moins concurrentiel que les marchés organisés. En raison del'absence de teneur de
marché et delanon cotation des produits, lavolatilité historique desrendementsjoue un réle
plus déterminant dans I'évaluation que dans le cas des options du MONEP. Nous nous
sommes attachés aét udier les procédés permettant |la mesure de lavolatilité historique. Le
principe des conesdevolatilité a été étendu et nous avons proposé dele corriger en fonction
de modéles plusélaborés que celui de Black et Scholes. Cette modification permet de déduire

ce que nous avons appelé un smile de volatilité historique implicite.

Enfin, I'étude des options exotiques setermine par quel ques propositions de techniques
de gestion avancées. L'une des principales difficultés résultant de I'achat des options
américaines et exotiques est le calcul de la durée de vie moyenne et des probabilités

d'exercice anticipé. Nous avons montré comment estimer ces valeurs al'aide d'un arbre
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binomial. La connaissance de celles-ci permet aux gestionnaires de mieux maitriser la

couverture ou la spéculation qu'il met en aere.

* *

*

Lalittérature sur | es options exotiques est extrémement riche. Dans cette these, nous
nel'avons sans doute pas abordée dans saglobalité. Nous espéronstoutefois, que notre travail
permettrade faire mieux connaitre lestechniquesfondamental es d'éval uation et de gestion des

options exotiques sur actions.
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ANNEXE 1 - LESPRINCIPALES FORMULES FERMEES D'EVALUATION

8 1 - Annexe 1 : Les principales formules fermées d'évaluation d'option

A - Approximations de la loi normale

a.Approximation de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

NG =1 1 ok +bk? +ck? +dk* +ek®) six® 0

11- N(- x) §x<0
avec,

. . . 1 -2
f(x), ladensité delaloi normale centrée réduite : f(x)=—=—e 2
V'2p
k=2 p = 0.2316419
1+ px

a=0.319381530 b =-0.356563782 c=1.781477937
d=-1.821255978 e=1.330274429

b.Approximation de Drezner de la fonction de répartition de la loi normale bivariée

Soit Nx(ab;r), la fonction de la répartition de la loi normale bivariée. En 1978,
Drezner en propose une approximation.

Il est nécessaire de différencier troiscas:

1- 1% cas : af0, b£0 et r £0

A1 =0.3253030 A, =0.4211071 A3z =0.1334425 A4 =0.006374323
B1=0.1337764 B2 = 0.6243247 B3z =1.3425378 B4 = 2.2626645

2l1-r? _1/211-rzi

f(x.y) =epla(2x- a)+b(2y- b)+2r (x- a)y- b))

N, (a;b;r )= i

2 - 2°™ cas : abr £0 sauf a£0, b£0 et r £0
N,(a;-b-r )= N(a)- N,(a;b;r)
N,(- a;b;-r )= N(b)- N,(a;b;r)
N,(- a;-b;r )=1- N(a)- N(b)+N,(a;b;r)
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3- 3*™ cas: abr >0

__(ra- ble(a) oo (rb- a)e(b)
' Ja?- 2abr +b? i \Ja%- 2abr +b?
. -
(=l e(a)e(b) eft) = :,1 S X 0
4 -1 s x<0

N, (a;b;r )=N, (a0 r,)+N,(b0r,)- k

d_s = et +s (t)dz(t)

B - Options vanilles
a.La formule de Black et Scholes

Le prix d'une option européenne sur un sous-jacent ne versant pas de dividende est

donnée par :
call =SN(d,) - Ke " N(d,)
put =- SN(-d,) + Ke"" N(-d,)
|n3'({;59+8? +ls 29
avec d, =Ko ¢€ 2 etd,=d, -st

b.La formule de Merton

Merton suppose que les dynamiques du prix de I'action et du zéro-coupon sont

représentées par deux mouvements browniens géométriques :

d—SS = et +s (t)dz(t) dFEES’TT)) =alt )dt - d(t )z (t)

avec dZ(t)dz (t) = - k(t)t .

Ou : Sdésignelavaleur del’ action sous-jacente, t ladate présente, P(t, T) le prix ent
d’ un zéro-coupon d’'échéance T de maturité t = T-t, met s(t) la dérive et la volatilité
instantanée du rendement de I’ action, a(t) et d(t) la dérive et lavolatilité instantanée du

rendement du zéro coupon P(t, T), k(t) le coefficient de corrélation instantané entre les
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rendements non anticipés deS et deP(t,T), Z(t) et Z'(t) deux processus de Wiener standards

sous la probabilité réelle.

s(t), d(T - t), k(t) sont des fonctions déterministes det.

Laformule d’ évaluation d’ une option européenne sur actions, proposée par Merton
(1973), s écrit :
C=S(t)N(d,)- KP{t.T)N(d,)

u

|

Log KP((tt )T) +%§ i

avec d, = < d,=d, - §t y
|

!

|

et $? :%6(3 2(u)+d2(u)t - u)®- 2k(u)s (u)d(u)t - u))dup

ou: K leprix d exercice de I’option et N(.) la fonction de répartition de la loi

normal e centrée réduite.
c.La formule de Jarrow et Rudd
Nous présentons laformule de Jarrow et Rudd telle qu'énoncée par Corrado et Su :
Cir =Cps +11Q3+1 ,Q4
ou Crest égal au prix du call selon laformule de Jarrow et Rudd, Cgsest égal au prix du call

selonlaformulede Black et Scholes, | 1 = gy (Dyegie)- 9(Diogy ):! 2 = 92(Dregtie) - %2 (Diogn ).

Q= % le coefficient d'asymétrieet g, = . 3 lecoefficient d'aplatissement de Fisher,

tous deux calculés pour la distribution réelle Dyedle, OU M est égal au j°™ moment centré,
tandis que pour la distribution lognormale Diogy, ON a gl(DIogN ): 3q+ q3 et
0o (Dlog ) = 1607 +150% + 60° + o avec g2 =¥ - 1.

De plus,

a(s)= % eplc,[ns 7} ep{c,ins)
fa(s) _ a(s) i
K-?[Zczm(ﬁ) C,- 1]
Pa(s) _fa(s)etals) 1 1o

as)
$2 %S 78 a§) SuT%Ts
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A — 1 . :'_1. — rt_ﬁ. - - 2
0l G = = i Cr= o i Gy in(spe’) - Cy=-20,Cs et Cs eplc,c2).

C - Options digitales

a.l'actif ou rien

call =SN(d,)
put :S\l(' dl)
Ina'(;l89+8? #1529
avec d, = ko e 2 o
1 S—\/t—
b.I'option gap
call =3SN(d,) - Xe " N(d,)
put =- SN(-d,)+ Xe'" N(-d,)
InaeS9+g? +1g2g
avec d, = Ko e 2 o ,d,=d, -s+t etX-Klavaleur dugap.

st
c.'option cash ou rien
call = Re"" N(d, )
put = Re " N(- d,)

|n86§9+8‘?-1529t
eKg e 2 g

avec d, = et R la soulte éventuellement versée al'échéance.

st

d.option binaire a barriere

L 'ensembl e desrésultats suivants sont issus du working paper de Rubinstein et Reiner
1994.

Nous reprenons les mémes notations que les auteurs::

[1A] = SN(F x) [1C] =X €™ N(F x-Fs(Y)
[2A] = SN(F x1) [2C] = X €™ N(F x1-Fs(Y)
[3A] = S (H/S)* N(hy) [3C] = X €™ (H/S)? 2 N(hy-hs (1)
[4A] = S(H/S)® N(hyy) [4C] = X €™ (H/S)? 2 N(hy:-hs ()
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[6] = X [ (H/S)®° N(hz) + (H/S)* N(hz-2hbs (t) |
ou,
x=In(SIK)/ (sQ) +1sC
X1 =In(S/IH) / (sQ) +1sC
y =In(H2/(SK)) / (s&) +1 sC
y1 =In(H/IS) / (sQ) +1sC
==In(H/S) / (1) + bs (X

a=nmnis?
b = [Q(n#+2In(r)s?)]/s?
| =1+a

H lavaleur delabarriére

1 - down and in cash at hit or nothing

{h=1} Prime = [6]

2 - up and in cash at hit or nothing

{h=-1} Prime = [6]

3 - down and in asset at hit or nothing

{h=1;X=H} Prime = [6]

4 - up and in asset at hit or nothing

{h=-1;X=H} Prime = [6]

5 - down and in cash at expiry or nothing

{h=1F =-1} Prime = [2C] + [4C]

6 - up and in cash at expiry or nothing

{h=-1F =1} Prime = [2C] + [4C]

7 - down and in asset at expiry or nothing

{h=1F =-1} Prime = [2A] + [4A]

8 - up and in asset at expiry or nothing

{h=-1F =1} Prime = [2A] + [4A]
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9 - down and out cash or nothing

{h=1F =1} Prime = [2C] —[4C]

10 - up and out cash or nothing

{h=-1F =-1} Prime = [2C] —[4C]

11 - down and out asset or nothing

{h=1F =1} Prime = [2A] — [4A]

12 - up and out asset or nothing

{h=-1F =-1) Prime = [2A] — [4A]

13 - down and in cash or nothing call

13.1 - K >H

{h=1} Prime = [3C]

13.2 - K <H

{h=1F =1} Prime =[1C] —[2C] + [4C]

14 - up and in cash or nothing call

14.1 - K>H

{F =1} Prime = [1C]

14.2 - K<H

{h=-1F =1} Prime = [2C] —[3C] + [4C]

15 - down and in asset or nothing call

151 - K >H

{h=1} Prime = [3A]

15.2 - K <H

{(h=1F =1} Prime = [1A] —[2A] + [4A]

16 - up and in asset or nothing call

16.1 - K>H

{F =1} Prime =[1A]
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16.2 - K<H

{h=-1F =1} Prime =[2A] —[3A] + [4A]

17 - down and in cash or nothing put

17.1- K >H

{h=1F =-1} Prime =[2C] —[3C] + [4C]
17.2 - K <H

{F =-1} Prime = [1C]

18 - up and in cash or nothing put

18.1 - K>H

{h=-1F =-1} Prime =[1C] -[2C] + [4C]
18.2 - K<H

{h=-1} Prime = [3C]

19 - down and in asset or nothing put

19.1 - K >H

{h=1,F =-1} Prime =[2A] —[3A] + [4A]
19.2 - K <H

{F =-1} Prime = [1A]

20 - up and in asset or nothing put

20.1 - K >H

{h=-1F =-1} Prime=[1A] —[2A] + [3A]
20.2 - K <H

{h=-1} Prime = [3A]

21 - down and out cash or nothing call

211-K>H

{h=1,F =1} Prime =[1C] - [3C]
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21.2-K<H

{h=1F =1} Prime =[2C] - [4C]

22 - up and out cash or nothing calll

22.1 - K>H
Prime=0
22.2 - K<H
{h=-1;F =1} Prime =[1C] - [2C] + [3C] - [4C]
23 - down and out asset or nothing call
23.1-K>H
{h=1;F =1} Prime =[1A] - [3A]
23.2-K<H
{h=1;F =1} Prime = [2A] - [4A]
24 - up and out asset or nothing call
24.1 - K>H
Prime=20
24.2 - K<H
{h=-1F =1} Prime = [1A] - [2A] +[3A] - [4A]
25 - down and out cash or nothing put
25.1-K>H
{h=1F =-1} Prime = [1C] - [2C] + [3C] - [4C]
252 - K<H
Prime=0
26 - up and out cash or nothing put
26.1 - K>H
{h=-1F =-1} Prime = [2C] - [4C]
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26.2 - K<H

{h=-1F =-1} Prime =[1C] - [3C]

27 - down and out asset or nothing put

27.1-K>H
{h=1F =-1} Prime=[1A] - [2A] + [3A] - [4A]
27.2 - K<H
Prime=0
28 - up and out asset or nothing put
28.1-K>H
{h=-1F =-1} Prime = [2A] - [4A]
28.2 - K<H
{h=-1F =-1} Prime=[1A] - [3A]

D - Option a simple barriere
L'ensembl e des résultats suivants sont i ssus du working paper de Rubinstein et Reiner
1994. Lerebate R est donné au moment ou lavaleur de I'actif touche la barriére.

Nous reprenons |es mémes notations que les auteurs :
[1] =F SN(FX)-F Ke™ N(Fx-Fs)
[2] =F SN(Fxy) - F Ke™ N(Fx3-Fs(Y)
[3] =F S(H/S)? N(hy) - F K €™ (H/S)? 2 N(hy-hs ()
[4] =F S(H/S)? N(hy,) - F K ™ (H/S)? 2 N(hy;-hs )
[5] = Re™ [N(hxi-hs () - (H/S)? 2 N(hyi-hs () |
[6] = R [(H/S)®P N(hz) - (H/S)*® N(hz-2hbs (1) ]
ou,

x=In(S/K)/ (sQ) +1sCx

X1 =In(S/IH) / (sQ) +1sC

y =In(H2/(SK)) / (s&) +1 sC

y1=In(H/S)/ (sQ) +1sCx

z==In(H/S) / (sQ) + bsC

a=nis2
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b = [Q(n#+2In(r)s?)]/s?

| =1+a

H lavaleur delabarriére

1 - down and in call

1.1 -K>H
{h=1F =1}
1.2 - K<H
{h=1F =1}

2 - up andin call

2.1 -K>H
{h=-1F =1}
2.2 - K<H
{h=-1F =1}

3 - down and in put

3.1-K>H
{h=1F =-1}
3.2 -K<H
{h=1F =-1}

4 - up and in put

4.1 - K>H
{h=-1F =-1}
4.2 - K<H
{h=-1F =-1}

5 - down and out call

5.1-K>H

{h=1;F =1}

Prime =[3] +[5]

Prime = [1] —[2] + [4] + [5]

Prime=[1] +[5]

Prime = [2] = [3] + [4] + [5]

Prime = [2] - [3] + [4] + [5]

Prime=[1] +[5]

Prime=[1] —[2] + [4] + [5]

Prime =[3] +[5]

Prime=[1] - [3] +[6]
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5.2 - K<H

{h=1F =1} Prime=1[2] - [4] + [6]

6 - up and out call

6.1 - K>H

{h=-1F =1} Prime = [6]

6.2 - K<H

{h=-1F =1} Prime=1[1] - [2] +[3] - [4] + [6]

7 - down and out put

7.1-K>H

{h=1F =-1} Prime=[1] - [2] +[3] - [4] + [6]
7.2 -K<H

{h=1F =-1} Prime = [6]

8 - up and out put

8.1-K>H
{h=-1F =-1} Prime=1[2] - [4] + [6]
8.2 - K<H
{h=-1F =-1} Prime=1[1] - [3] +[6]

E - option lookforward

Soit Syin le coursle plus bas de I'actif atteint durant la vie de I'option.

2

s? é s U
call = SN(d,)- SZ—N(- d,)- Sy.e " eN(d,)- =—e*N(- d,);
r é 2r o
avec,
InaesS g+§ +1s29 nEe=_2. &- %s 2
d. = mn @ € 7] d. =d 'S—\/t— d. = min @ € 7]
1 s 2 1 3 S\/t—
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2InE> %Ff‘ - 1420
Sminée 2 7]
C, =- >
s
Soit Smax e cours le plus haut de |'actif atteint durant la vie de I'option.
é s? u _s?
put =S, " aN(d",)- Z—e*N(- d',)g+ S>—N(- d',)- sN(d,)
é 2r g 2r
avec,
In§a§max 9+§I’+£SZQ In ’“Sax —+€?-13291
d e g € (4] =d S—\/t— d.= e e (%]
' st : s 4t
2In8§max % ~g22
® 2 g
C, = -
s

F - Option a plusieurs sous-jacents
a.l'option d'échange
Laformule de Margrabe d'une option d'échange est :
call =S,[1- N(d, )]+ SN(d,)

S :\/sf+s,f- 2rs s,

Ing— —szt
1 g dzzdl-S«/t—
J—

b.Option sur Maximum de deux actifs

Laformule de Stulz est :
call =S,N,(a,;b;c,)+S,N,(a,:b,;c,)- Ke™ N,(a,:by;r)

avec,
aizas"'sz‘/t— ’ a2:b3+51‘/t—
220, &  1s29
Kge 2 °g
a3
S LAt
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- Ing—g —szt | bz_Ingfﬁ —32'[

s s
|n$§9+8?-1359[
b, = eKge 2 g
’ s A/t
Cl:rsl-sz ' C2:rsz-sl
s s

c.Option sur Minimum de deux actifs

Ca” = CBS- Actif S + C:BS- Actif S, - CMaximumDeuxActifs

8 2 - Annexe 2 - Evaluation des obligations indexées sur action

Afinderéduirelacharge d’intéréts de ses emprunts, une entreprise peut émettre des
obligations assorties d'une ou plusieurs clauses optionnelles. La partie obligataire du titre
garantit, en casde non faillite, un seuil de rentabilité minimale pour le préteur, tandisquela
ou les clauses optionnelles permettent d'accroitre laperformance du produit financier en cas
d évolution favorable des actions de |’ émetteur.

Ces produits dérivés hybrides prennent des formes variées. |1s peuvent cependant se
répartir en deux grandes familles. La premiere regroupe les émissions de titres dont la
conversion (obligations convertibles) ou |’exercice (obligations assorties de bons de
souscription) permet al’investisseur d’obtenir un nouveau titre émis par I’ émetteur. La
seconde comprend les obligations dont la valeur finale dépend d'un index pouvant étre
représenté par lavaleur desactionsde I’ émetteur, par celleunindiceboursier, par I’ inflation
ou par toute autre variable macro ou micro économique.

Cet article est consacré spécifiquement aux obligationsindexées sur action (Ol A) qui
connai ssent actuellement un certain engouement aupres des émetteurs. Il s'agit d'obligation
zéro-coupon dont la valeur de remboursement finale correspond alavaleur faciale du titre

augmentée d’une prime qui est versée au souscripteur lorsque, durant la durée de vie de
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I”emprunt, le rendement de |’ action de |’ émetteur est positif. L orsque ce rendement est nul ou
négatif, la prime est nulle mais I'investisseur est assuré de recevoir un remboursement
minimal déslorsquel’ entreprise émettrice n’ est pasen situation defaillite. Laprimeversée
ne peut toutefoi sdépasser un certain plafond fixélorsdel’ émission. Lerendement del’ action
servant de base a l'indexation est calculé a partir de la moyenne des cours observés
respectivement sur une périodeinférieure aun mois précédant I’ émission et sur une période
équivalente située alafin delaviedel’emprunt.. Un délai d'un mois est souvent prévu entre
la date de calcul du prix de remboursement et la date effective de remboursement.

A l'instar desobligations convertibles, cestitressont sensiblesalafoisa lavolatilité
du cours de I'actif sous-jacent et ala déformation de la courbe des taux d'intérét durant leur
durée devie. Dans e cas des obligations convertibles, deux procédés généraux d'évaluation
sont proposés : celui basé sur lavaleur de |'action et celui basé sur lavaleur delafirme. La
prise en compte de la valeur de la firme savére plus adaptée aux particularités des
convertibles. Dans |e cas des obligations indexées, ce choix n'est plus aussi pertinent et la
décomposition de ces titres en deux produits financiers indépendants est préférable.

En effet, les particularités du produit simplifient le probléme d'évaluation puisqu'il est
possible deledécomposer en deux titresindépendants, une obligation sans coupon exposée au
risque de défaut del’ émetteur et un call cappédont I’ exposition au risque de défaut peut étre
considéré comme négligeable.

Lannexe est ordonnée de lafagon suivante : lapremiére partiejustifiele principe de
décomposition d’une OIA. La deuxieme propose d’ évaluer ces actifs selon trois procédeés
différents ; le premier modele utilise alafoisle modéle discret de Cox, Ross et Rubinstein
(CRR - 1979) et laméthode de simul ation stochastique de Monte Carlo. L e deuxieme modéle
suppose que lavolatilité est définie par un processus stochastique. L e troisiéme modél e est
basé sur les hypothéses du modél e de M erton (1974) en présence de taux stochastiques. Enfin,
dansunederniére partie, des simulations sont réalisées afin de comparer | esrésultats obtenus

apartir de cestrois modeles.

A - Principe de décomposition de I'OIA
Le prix de remboursement contractuel d’une OIA est égal au maximum des deux
montants suivants :
Nominal = 100%

é ab - b ol
Nominal é100%+x%’§ we e = DuiaSh Y
2 by 2 Sw A

e
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Ou:

S,, désigne la moyenne des cours de I’action constatée sur une période de
guelques jours située environ un mois avant I’ émission.

et 5,. lamoyennedescoursdel’ action constatée sur une périodedel’ ordre de 15
jourssituée environ un moisavant ladate Tr de remboursement. On désignepar T1
et T, (avec T1 < To<TR) les dates définissant la période de calcul du prix moyen
final de I'action.

X et b+ sont des coefficients pondérateurs prédéterminéslorsdel'émission du titre.

L e remboursement maximum est cependant limité a(100+y )% de lavaleur du nominal.

Lafonction payoff d une OIA s écrit donc formellement :

. . o b
Payoff = Nominal ~ a = 100%+ Nominal MAXI MIN}y%; X%" e Sue = D 15 pOy

) ) B 2Sw [v) b

ou a désigne un coefficient compris entre 0 et 1. Celui ci est égal al en |’absence de
défaillance del’ émetteur al’ échéancedel’ emprunt. Il est en revanche strictement inférieur a
1 lorsque I’ émetteur n’ est pas en mesure de respecter ses engagements.

Afind’ alléger les écritures, on supposerapar lasuite quetousles coefficientsb_ sont
égaux al.

Comme le montrele tableau ci-dessous représentant les flux al’ échéance d’ une OIA,
lavaleur del’ obligation, aune datet quelconque, peut s’ exprimer comme lasomme de deux
€léments représentés par :

une obligation zéro-coupon, d' échéance Tg, dont e prix de remboursement contractuel et
égal alavaleur nominalede |’ obligation ;
et par la fraction d'un call cappé correspondant ala différence entre deux calls

européens. Soit :

Nominal

OIA = Nominal * B(t,T,) + X% [c,- C)]

|
ou B(t,TR) représente la valeur en t d’une obligation zéro-coupon risquée, d’ échéance Tg,

dont le prix de remboursement contractuel est égal aune unité monétaire,
et ouC, =C(S,-,Tx.S,,) € C,=C(S,-.Ts.Kq,p) désignent deux calls européens,

d’ échéance Tr et dont le payoff terminal est égal aladiffér ence entre Syr et un prix d’ exercice

égal respectivement a Sy et Ksup avec K, :E?H X'c_:')sm ,
e Xg
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Valeur en Tr
Valeur ent I [l M
SV‘F < SV” SMI < SMF < KSUP KSUP < SN”:
Nominal” B(t,T,) nominal” a nominal nominal
. nominal nominal
x%m(cl- c.) 0 oGS | T (Kap- S

é - u

OlIA nominal” a nominal gL+ x%@(J nominal (1+ y%)
e M u

L’ existenced unrisque de défaillance de |’ émetteur lors du remboursement del’ OIA

fait quel’ obligation zéro-coupon B(t ,TR) est risquée. Ladéfaillance del’ émetteur au moment

du remboursement de |’ Ol A entraine en principe une bai sse du cours de ses actions ayant pour
effet d’ annuler lavaleur des deux calls(colonne | du tableau précédent). L e souscripteur ne
recoit alorsaucune prime. A contrario, lorsque lerendement del’ action est positif durant la
vie de I’emprunt (colonne 11 et 111), on peut raisonnablement admettre que la situation
financiere del’ entreprise est suffisamment satisfai sante pour permettre e remboursement
compl et des obligations sans coupon et |e paiement des primes dues aux souscripteurs. En
conséquence, I'OlA peut étre utilement décomposée en une obligation risquée (communément
appelée lavaleur nue) et un call cappé non exposeé au risque de défaut de I’ émetteur:
Lavaleur nue peut étre assez facilement évaluée en majorant son taux actuariel d un
spread, ou écart de taux par rapport aune obligation équivalente, de méme maturité, mais
sansrisque. Aussi, lasuite del'exposétraiteraplus spécifiquement del'éval uation du second

terme composant I'OIA.

B - Les modéles d'évaluation
a.Le modéle binomial

L'arbre d'évolution des prix ne doit pas étre développé jusgu'a la date de

remboursement de I'emprunt mais jusqu'aladate T, de calcul du prix moyen del'actif Syr:
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ou t est une dateinférieure aT ;.

En I'absence d'opportunité d'arbitrage, le payoff percu équivalent ala date T,

correspond au remboursement actualisé'® versé en Tr.

213 5ous ces hypothéses, laformul e fermée d'éval uation du call cappé est facilement
obtenue. Afin d'alléger les écritures, on suppose d'une part I'absence de versement de
dividendes (cash et continu) et d'autre part que tous les coefficientsb_ sont égaux al.

Il vient apres calculs :

%%:e " {y9eN(d,)+ x9N (d))- N(%)]}"‘%X%{N(%)' N(d, )

avec,

> +8?-ls 29
2

K e
d,=—3F d,=d,+s Jt
1 S»\/t— 2 1
Insi+8?— %s 29
sAlt
ot Kgp :as%oﬂg Sy . Nominal(T2) correspond  la valeur du nominal actudlisée a la dete T, et ot N()
&x% g

désigne lafonction de répartition delaloi normale centrée réduite.
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Les OIA présentent une maturité suffisamment importante pour qu'il soit en général
impossiblede calculer en T le prix moyen final de |'action. Par anal ogie ad'autres procédés
d'évaluation, le prix moyen Syr est identifié ala valeur ponctuelle de I'action en T,. Faire
correspondre la valeur ponctuelle de I'action en T, ason cours moyen n'est pas réfutable
lorsqueladatet d'évaluation est suffisamment éloignée deladate T,. Lorsque cen'est pasle
cas, ladurée des périodes de discrétisation peut étreraccourcie de sorte acequelecalcul dela

moyenne Sy soit possible?*,

|| est possible de combiner les approches par arborescenceet desmulations®*® afinde
calculer les différentes valeurs moyennes finales Syr. Dans ce dernier cas, il suffit de
développer I'arbre des prix de S entre les datest et Ty, puis de simuler pour chagque valeur
finalelestrajectoiresde Sentre T et T, d'en déduire lesdifférentes val eurs Syr pour chague

valeur finaledel'arbre desprix et de reporter | e payoff actualisédu versement correspondant a
ladate T; :

214 | orsque la date t est proche de la date T, un nombre de périodes au moins égd ala différence de nombre de
jours séparant les dates t et T, peut &re chois de sorte a ce que la moyenne Sur puisse ére caculée au sein de
I'arbre,

215 | a méhode des smulations de browniens initiées par Boyle en 1977, revient dans ce cas & smuler pour
chaque vdeur finde de l'arbre les trgectoires du prix de l'action entre les dates T, et T,. A l'ade du lemme dIt6
e aores intégration, on montre que pour deux dates t1 et to,

~

A

€e 1 20 - ~( \u .
St2 :St1 expgr-—s :t2-t1 +s Zt2 - Ztl a- Il ne reste plus qua smuler les valeurs de Z sdon
2 u

une loi normae N(O, (t2 - tl)) pour en déduire les trgectoires discrétes de S e la moyenne . Dans ce but,
lagénération de variables déatoires antithétiques par latechnique du rejet polaire est I'une des plus efficaces.
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La méthode présentée peut étre adaptée sans aucune difficulté aux autres méthodes
numériquesd'évaluation. Il en est de méme en ce qui concerne la prise en compte éventuelle
d'une surface de volatilité par prix d'exercice et par maturité*® ou d'une fourchette de

volatilité selon le principe d'Avellaneda, Levy et Parés.
b.Le modéle a taux stochastique

De nouveau, et sous I'hypothese que la valeur du nominal actualisée ala date T, est
toujours égale asavaleur actuelle espérée- cequi est lecassi To=Tgr-, uneformule fermée
d'évaluation du call cappé plus générale que la premiere peut étre obtenue apres passage dans

I'univers forward-neutre Q, . A I'instar de I'évaluation analytique précédente, on suppose

d'une part |'absence de versement de dividendes (cash et continu) et d'autre part quetousles
coefficients b sont égaux al.

Il vient apres calculs :

CAleane _ gt 1, fyoon(d; b xoen(a: )- N(a Jl+—xoen(a; )- o )}

Nomina (T,) 3% sy !
avec,
nFLT) s
- SUP "= <
d; = o d,=d,+$t
In—Fg'\’ATZ) - %s“ 4
- | C
dy = d,=d, +$+t
L % _ .0 : i .
ou I'on rappelle que Kq,p :QT/+1+ Swi» F(t, T2) leprix forward d'echeéance T, du prix de
exn g

I'action vu en t et ou Nominal (T>) correspond alavaleur espéréeent du nominal verséenTr

et actualisée aladate T».

c.Le modele a volatilité stochastique

Le call cappéinclusdans|'OIA dépend du rendement du cours du sous-jacent calculés
sur deux périodes différentes. L es études économétriques tendent aprouver que le parameétre
de la volatilité est proche d'un processus de diffusion. L'hypothese d'une volatilité du
rendement constante peut donc sembler trop restrictive.

Leprocessusdediffusion delavolatilité choisi par Hull et White en 1987 ne permet

pas toujours de retrouver les nappes de volatilités constatées sur le marché. Le choix d'un

216 Cf Derman et Kani, 1998.
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processus de retour alamoyenne ( mean-reverting) semble savérer plusadéquat. En 1993,
Heston propose une telle configuration avec | e processus racine-carré pour lavariance du
rendement :

ds =f St +s SdwW

dv =K[q - V]dt +x-dz
ou W et Z sont deux processus de Wiener de corrélation instantanéer dt.

Les valeurs des processus de S et de V aux dates ti+1, il {0,...N-1}, Sobtiennent &

partir des formules suivantes :

Su=S5 %g(ﬁ ,ti+1)- %Vi g(ﬂ +1° ti) &4V (ti +1° ti)

Vi =V +Kfa -V [t - ) +ex Vit - t)

(el mi g

ou" il {0,...N-1}, e ete’; sont des variables al éatoires distribuées sel on deux |ois normales
centrées réduites de corrélation®’ r .

Lavitesse de convergence des méthodes de simulation dépend essentiellement des
techniques mises en ovre dans |'élaboration des variables aléatoires. Afin de favoriser les
temps de calculs les procédés quasi-aléatoire du type Low-Discrepancy sont souvent

programmés?2,

C - Comparaisons et interprétations des résultats numérigues

Nous avons mis en owre la méthode binomiale accouplée a la méthode des
simulations décrite alasection | -B-2 pour différentes maturités. Afin de pouvoir comparer les
résultats avec les formules fermées faisant intervenir un paiement en Ty et en To, les prix
obtenus ont été normalisés par |e résultat obtenu al'aide de la formule analytique avec un

paiement en T, ils sont appelés prix BS. Les dates T, et Tr sont supposées identiques.

27 A l'dde du principe de décomposition des browniens, il est possble de séparer l'un des browniens, par
exemple Z, en deux browniens orthogonaux dont un parfaitement corrdé avec le brownien W.
218 | 'yne des méthodes de simulations les plus adaptées au cas envisagé est celle de Sobol, Cf Jung, 1998.
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Impact de lamoyenne du cours de I'action sur I'évauation

0.99 —

0.98 R —

(,, .
® 097 /;///‘/t
< 0.96 i
T 095 7/
0.94 /
0.93 : : : :
0 2 4 6 8 10

Maturité

—— Prix BSNormdis2 —— Prix BSen T1 —— Binomiad avec Smulations

Donnéssinitiales: S=100; Sy = 100; s = 20%; r =5%; X = 100%; y= 300%;
Nominal(T,) = 1000 ; Norrbre dejoursentre T, & T, = 20.

Pour I'exemple considéré, ce graphique révéle que les prix calculés al'aide de la
méthode binomial e conjoi nte alaméthode des simulations saverent étre plus proches de ceux
obtenus par laformule du type BS avec un paiement en T;. L'incidence assez forte pour de
faibles maturités tend aétre réduite avec I'allongement de cette derniere.

Dansces conditions, I'obtention d'un prix inférieur est conforme anos attentes puisque
leprix d'un call sur moyenne est nettement inférieur acelui du call vanille comparable. Dans
d'autres conditions, les prix calculés avec la méthode hybride et avec laformule analytique

avec paiement en T peuvent étre supérieur au prix BS avec un paiement intervenant en To.

Evolution du prix del'OIA en fonction de lavolatilité dela
volatilité
106
S 104 14— ~
= 102
'&5 98 \M * 5 - P ¢
96 . T T .
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Volatilité de lavolatilité
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Evolution du prix de'OIA en fonction du niveau de
corrélation entre le prix de I'actif sous-jacent et de la
volatilité
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RESUME

Résumé:

Les options sur actions ont des titres financiers qui donnent le droit au détenteur d'acheter ou
de vendre, a une date fixée et aun prix contractudl, dix actions dune méme société. S le contrat
optionnel peut étre exercé atout instant, I'option est dite américaine. Si, au contraire, I'exercice ne peut
avoir lieu qu'a une seule date, I'option est dite européenne. Les options exotiques sont des produits
dérivés d'actions qui présentent une ou plusieurs différences par rapport aux options européennes ou
américaines. Leur complexité n'a pas de limite, s ce ne sont les difficultés que posent leur évaluation.
La prise en compte des dividendes d'une part, et le reglement et la livraison des actions, retardés par
les dispositions réglementaires du marché frangais d'autre part, rendent les formules analytiques
dévaluation caduques au profit des méthodes numériques. Dans la premiére partie de la thése, deux
nouvelles méthodes d'évauation des options exotiques sont proposees. La premiére, intuitive, mais
dont la convergence mathématique est démontrée, permet de mieux comprendre les spécificités de ces
contrats. La seconde, plus générale, présente |'avantage de pouvoir étre utilisée pour I'évaluation d'une
trés grande maorité de contrats conditionnds. Enfin, les options jouent un réle maeur dans la
spéculation ou I'assurance d'un portefeuille boursier. Et de méme qu'dles sont techniquement difficiles
aévauer, leurs gestions suscitent un grand intérét. D'abord en raison de I'absence de cotation (ces
titres sont traités sur le marché dce gré agré), mais auss parce que leur durée de vie est généralement
incertaine. Aingd, la variance historique du rendement de I'actif sous-jacent tient souvent un role plus
déterminant que pour les options classiques ; une nouvelle mesure en est proposée. Un dernier apport
réside dans |'édaboration d'une méthode du calcul de la durée de vie moyenne de ces options.

Abstract :
Share options are financial contracts which give the right, but not the obligation, to the owner

to obtain, a afixed date, ten shares (in the French case) at a given price. If the exercise of the contract
can be done during the whole life of the option, then the kind of the option is American, wheress if the
exercise may only occur at the maturity the option is told European. We devoted this thesis in the
pricing and the managing of exotic options on shares, e. a. options which possess one or severa

differences according to the preceding. Without the difficulty encountered in the pricing, these
contracts would not be limited in their complexity. The choice of share as underlying is firstly due to
the number of exchanges of classic options, and secondly, because the methods employed for the
valuation could be used in the case of index. Two news ways are introduced to price these contracts.
The first one is based on an interpolation principle. The second one deals with the sequentia approach
known thanks to Kishimoto (Journa of Finance - 1989). The optiona financia contracts play an

important rule in the speculation and in insurance. Indeed, their specification can provide them a high
leverage useful for improving the overal performance of a portfolio whereas the right and not the
obligation to exercise the product may give a good insurance againgt fals (in generd). As they are
traded on the OTC market, the historical volatility of the return of the risky asset is much more
important than for quoted options. So we propose a measure of the volatility defined as an "implicit-
historicd" one. Lastly, we give a numerical method to estimate the life-time ditribution of the
American and exatic options.

Discipline:  SCIENCES DE GESTION

Mots Clés : option, exctique, arbre, séquentidl, interpolation, gestion.
Keywords : option, exatic, tree, sequentia, interpolation, management.
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