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Résumé:

Malgré les avancées dues a Ritchken (1995) et Cheuk et Vorgt (1996), I'évduation des
options a barieres a l'ade daborescences présente encore des difficultés e n'est
envisageable que pour les options a smple ou double barieres. La méhode proposée,
qudifiée de patidlement siquentidle, convient pour la mgorité des types doptions a
barriéres et particulierement pour celles ou la ou les barrieres sont proches du prix initid de
l'actif risqué. Elle présente l'avantage de ne pas nécesster d'gustement du nombre de
périodes de discrétisation, de permettre la prise en compte de plusieurs barriéres et de ne pas
modifier letrellistrinomia de base.

Abstract :

Thanks to Cheuk and Vorgt (1996), vauing barier option in a lattice doesn't remain
difficult when the barier is near from the initid vdue of the risky asst. However ther
method can't fit more than 2 barriers. To give a response, we introduce a partidly sequentia
approach. Very useful for the option including one or more barriers near from the initial asset
price option, it has the peculiarity to give unnecessary the adjusment of the number of time

steps.
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Evauation des options a barriere
selon une approche partiellement sequentielle

Les options a barriere sont des options dont la vaeur est conditionnée par I’ évolution,
pendant leur durée de vie, du prix du sous-jacent par rapport a un ou pluseurs seuils. Il en
exige diverses sortes comme, par exemple, les options a barrieres désactivantes "out” (la
vaeur de l'option sannule S le cours du sous-jacent franchit la barriére a la hausse (option de
type up) ou a la baise (option de type down)), les options a barieres activantes "in" (le
payoff de l'option est nul 9 le cours du sous-jacent ne franchit pas la barriere), les options a
barrieres outside (la vaeur de I'option et conditionnée par une barriere portant sur un autre
actif), les roll options (il sagit doption & double barriéres down ou up, dont le prix d'exercice
et modifié quand la premiére barriére de type activante et atteinte, et dont la seconde
barriere est de type désactivante), les capped options (options dont le payoff est plafonné par
une ou plusieurs barrieres). Au cours de ces derniéres années, le volume des échanges sur ce
type de contrat a considérablement augmenté, le nombre de lots échangés passant de 123 $bn
en 1992 42041 $bn en 1996 (Cf Hans Hsu 1997).

L’'exigence d'une bariére a le plus souvent pour conséquence de réduire le risque du
vendeur de I'option. Auss la vdeur d'une option a bariere est—€le génédement inférieure a
cdle d'une option classique, ou option vanille, équivaente. Aind, par exemple, il es possble
de décomposer une option vanille en la somme de deux options européennes dotées de la
méme barriére, la premiére éant de type in, la seconde de type out.

La premiére méthode d évauation d une option a barriére a &é développée en temps
continu par Merton (1973). La formule fermée proposée permet I'évauation d'un cal down
and out. Reiner & Rubingein (1991) devaient plus tard compléter la panoplie des formules
andytiques d' évaduation d'options a bariere permettant d’'évaluer tout a la fois les options
activantes ou désactivantes, de type up comme de type down. D’autres approches en temps
continu ont notamment éé proposées par Heynen et Kat (1994 — options a barriere partiele),
par Kunimoto et lkeda (1992) ains que par Geman et Yor (1996) pour évauer les options a
double barriéres,

Le recours a des mé&hodes discretes a repidement éé envisagé afin de prendre en
compte le caractére éventudlement américain des options a bariere and que le versement
non continu d'un dividende. Boyle & Lau (1994) ont montré quune utilisstion nai ve du
modele binomiad de Cox, Ross & Rubingein (CRR - 1979) éait inadaptée et ne donnait pas
lieu a une convergence rapide du prix d'une option. Il ressort égdement des travaux de ces
derniers auteurs que, sdon le niveau de la barriére, ou en présence d'une bariére non
constante, il est souvent nécessaire, pour obtenir une évauation correcte, daccroitre
consdérablement le nombre de pas de discrétisation ce qui rend les temps de caculs peu
adaptés aux besoins des praticiens.

Comme l'a montré Ritchken (1994), I'arbre trinomia dévolution de l'actif risqué,
introduit par Boyle en 1988, présente un avantage par rapport au modée binomia en donnant
un degré de liberté supplémentaire utile pour I'évaudtion des options a barriere. Dans ce cas,
la possibilité de postionner 1'un des niveaux de prix de lI'arbre de I'actif risqué sur la vadeur de
la bariere garantit le respect de la digribution mathématique du prix de l'option, autorisant
une convergence satisfaisante. Toutefois, il exigte un nombre de périodes de péiodes
minimum en deca duquel la méhode n'est pas goplicable. Ce phénomeéne se rencontre lorsque
la bariere est proche du prix initid de I'actif risqué. Pour résoudre cette difficulté, Cheuk et
Vorg (1996) ont proposé de décder le trelllis trinomiad de I'actif risqué a I'ade d'un terme
multiplicatif afin que I'un des niveaux de prix de I'arbre corresponde a la vaeur de la barriére.




Bien que permettant I'évauation de nombreux types doptions, cette approche est cependant
peu adaptée lorsque plus de deux barrieres conditionnent le prix de I'option.

Cet article a pour objectif de proposer une améioraion de I'évduation en temps
discret des options a bariere. 1l et ordonné de la fagon suivante: une premiere section
permet de préciser les limites des méthodes discrétes précédentes. Dans une seconde section,
une nouvele approche, qudifiée de partidlement séquentidle, et proposée. Cette méthode
repose sur le sectionnement des périodes de discrétisation en plusieurs sous périodes, le
nombre de barieres prises en compte néant aors plus limité e le nombre de périodes de
discrétisation demeurant indépendant du niveau des barrieres.

l. Evaluation des options abarriere selon les approches trinomiales

Le principe et les limites des trois approches de Boyle, de Ritchken et de Cheuk et
Vorg pour I'évauation des options a barriere sont success vement analysées.

A. Le modele trinomial de Boyle

Le modéle d évauation d'une option sur un actif risqué de Boyle est proche de cdui
de CRR. Toutefois, le choix d'un processus discret trinomid, plutét que binomid, donne un
degré de liberté supplémentaire. A la différence du modde de CRR qui suppose un marché
complet, cdui de Boyle consgdére un marché incomplet. Néanmoins, la convergence
mahématique de I'approche trinomide et assurée. L’évauation du prix d'une option par
cette méthode et générdement plus précise que celle obtenue avec le modele binomid, pour
un nombre de périodes de discrétisation divisé par deux.

L es hypothéses du modé e sont les suivantes :

H1: le marché ex sans friction. Il n'y a ni taxe, ni colt de transaction, ni restriction sur les
ventes a découvert. Les titres sont parfaitement divisibles;

H2: letaux dintérét r, exprimé en rendement annud continu, est SUpposé congtant ;

H3: Il est supposé qu' en temps continu, le prix, S, de I'actif est représenté par un processus
brownien géométrique défini, dans I'univers risque neutre, par I'éguetion de diffuson
uivante :

ﬁzrdt+s dZ,
S

oll's désigne lavolatilité du rendement de I’ actif et ol Z est un brownien standard;

H4: l'intervdle de gedion et divise en N périodes de longueur Dt identique. Les
transactions ont lieu uniquement au déout de chaque période ;

H5: Le processus d'évolution du prix de I'actif est assmilé, en temps discret, & un processus
trinomial sdon lequel ce prix varie, au cours de chague période, en fonction de trois
directions : hausse, stagnation et baisse. En cas de hausse, le prix de l'actif et multiplié
par un coefficient u ; en cas de baisse, le prix e multiplié par un coefficient d; en cas
de dagndion, le prix reste inchangé Les coefficients multiplicatifs sont supposés
congtants ce qui garantit la recombinaison de l'arbre.

L’ approche développée par Boyle peut ére représentée, dans I'univers risque neutre,
par le schémasuivan :



Noeud pére Noaudsfils Probabilités de

transition
Su p1
S S P2
Sd Ps

Le syséme permettant de cdculer les probabilités du processus trinomid pour un
noaud quelconque de |’ arbre est le suivant :
respect de |'espérance de la distribution continue lognormae du prix de |’ actif :
pLSu+ pp S+ p3Sd=SM
respect de lavariance :
P1 (S U-SM?) + P (S-SM2) + p3 (S B-SM2) = SV
Somme des probabilités égde a 1.

ol M =exp(rDt) et V =M ?[expls 2Dt)- 1]
Larésolution du systéme conduit a:

IDl:(V+|v|2- Mu- (M - 1)

=1-p - _(V+m2- M- w(M - 1)
T P.=1-p- P P o1

L'ensemble des contraintes ne permet pas toujours dobtenir un syseme de
probabilités cohérent pour une péiode donnée. Boyle, qui suppose une voldilité du
rendement de I'actif constante®, propose de modifier les coefficients multiplicatifs u et d de
CRR de lafagon suivante :

u:exp(IS«/ﬁ)etd:%,

ou la vdeur de | est adaptée de telle sorte que le systeme de probabilités obtenu reste
cohérent quelle que soit la période consdérée. L’ éude menée par Boyle montre que la vaeur
| =1,2 permet générdement dobtenir des probabilités senghlement égdes, ce qui accroit la
vitesse de convergence de la méthode.

L'évauation de l'actif optionnel est rédiste de maniére classque dans l'univers risque
neutre par actudisation des flux espérés. Une application smple du modde de Boyle pour
I'évduation des options a barieres pose évidemment les mémes problémes de convergence
gue le modde de CRR et exige le plus souvent une réduction importante du pas de cacul
comme le suggére le graphique suivant.



Donnéssinitides:
S =100, Prix dexercice = 100, s=25 %, Barrie&re=90, r = 5 %.

Convergence du prix d'un Call Down & Out
al'aide d'un arbre trinomial non ajusté
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B. Le modele trinomial de Ritchken (1995)

L'évduation des options a bariére par une méthode arborescente nécessite, pour des
rasons de vitesse de convergence, d'adapter la congtruction de l'arbre des prix de l'actif en
fonction du niveau de la barriere. En fait, il suffit de podtionner un niveau de prix de l'arbre,
exactement sur la vdeur de la bariére pour que la digribution mathématique du prix de
I'option soit respectée. En conséquence, I'emploi dun arbre binomid est inadapté au probleme
éudié puisquil et nécessaire dagir sur la durée des périodes de discrétisation et donc sur le
nombre de pas de discréisatior?. Le degré de liberté supplémentaire dii & I'utilisation dun
arbre trinomid permet dguder tres facilement I'arbre de sorte a faire coi ncider 'un des
niveaux de prix du treillis avec labarriére.

A l'aide du paramétre | , Ritchken réalise cette condition.

Les niveaux du prix de l'actif au sein de I'arbre sont donnés par :

SYUE Jot
E{
o1

E{etEnt
2

Afin que I'un des niveaux de prix correspondent au niveau B de la barriére, il faut et il

E{ et Entﬂ{ tel que:
2 2

ol k est un entier relatif compris® entre - Ent

auffit qu'il exige un entier rdatif k, non nul et comprisentre - Ent

1 &B 0
B:SO.ek'S‘/a ou encore k = Ing—=
BCREY

Supposons | prefixé et déerminons la vaeur de k comme é&ant égde au plus petit

, - L 1 2B 0 . :
entier non nul précédent le red —Iné—;. Il N'existe dors qu'une seule et unique vadeur
| s</Dt &S, g

del vérifiant I'équation précédente. Cette vaeur est celle retenue par Ritchken.

La limite du modele de Ritchken apparait lorsque le niveau de la barriere et proche du
prix initid de l'actif. Dans ce cas, en dessous d'un certain nombre de pas, il nexise pas
forcément dentier k grictement postif en vaeur absolue permettant dgjuster le paramétre | .



Par exemple, dans les conditions suivantes : S = 100, barriére = 995, s =20 %, t =1 an, un
minimum de 1593 périodes est nécessaire. Sous les mémes hypothéses, mais pour une barriere
égde a99.9, laméthode nécessite au moins 39961 périodes.

Sdon Ritchken, s I'on excepte les cas ou la barriere se Situe a un niveau proche du
cours initid de I'action, I'évduation et dtable et la méthode converge rapidement. Toutefois,
un autre probleme, di a I’'doignement éventud de la bariere par rapport au niveau initid de
I'action, n'a pas éé relevé par Ritchken. Cdui ¢ peut ére mis en évidence a I'aide des figures
Ci dessous.
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Fgure 1

Figure 2

Dans le cas de la figure 1, la barriére et peu prise en compte dans I'évauation de
I'option. Il aors est préférable, comme c'est le cas dans la figure 2, daugmenter la vaeur de |
de telle sorte que le nombre de noauds concernés par la barriére soit plus important. Aing
congruit, le nombre de noauds de l'arbre intégrant l'information relative a la bariére et plus
devé. La déformation de I'arbre doit ére tele quun nombre suffisant de péiodes de
discrétisation soient concernées par la barriére. Désignons par a le pourcentage du nombre de
périodes pour lesquelles la barriére et atteinte,

La senshilité de la méthode par rapport a ce paramétre et a présent illustrée par la
comparaison des résultats obtenus par la formule fermée de Merton e par le modde de
Ritchken pour différentes valeurs de a. Le cas @udié es cdui d'un cal down and out. La
figure 3 représente I'écart relaif entre les deux types d'évduation pour pluseurs niveaux de
labarriére et pour différentes valeurs du paramétres a.



Donnéesinitiales: S=100, s = 25%, r = 5%, Nombre de périodesinitia : 100
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Figure 3

Les résultats montrent que les prix obtenus sont d’autant plus précis que le coefficient
a est proche de 100 %. Cependant, la recherche d'une vaeur élevée de ce coefficient peut
conduire éventudlement a augmenter le nombre total de périodes.

C. Le modele de Cheuk et Vorst

Pour une période donnée, plutbt que de modifier les points les plus proches de la
bariére®, Cheuk et Vorst (CV — 1996) multiplient toutes les valeurs possbles du prix de
I'action par un terme multiplicatif de telle sorte que I'un des niveaux du trellis des prix de

I'action coi ncide avec la vaeur de la barriére en cette date. La figure ci dessous illustre le type
darbre trinomid quils obtiennent :

barriéere

Figure4

En fat, cette méhode ne permet pas toujours dobtenir un syseme cohéent de
probabilités. Cheuk & Vorg judifient cette Stuation en évoquant le lien é&abli par Hull e
White (1193) entre I'arbre trinomid e la grille de résolution de I'équation aux dérivées
patieles. Or la présence de probabilité négative dans un arbre trinomia incluant une barriére

peut induire des aberrations sur les prix.



Afin d'illustrer ce type d'anomalie, on consdere, sous I'hypothése dun taux dintérét
nu®, I'évduation dun cdl up and out e cdle de l'option vanille "équivdente’ & I'aide d'un
schématrinomia aune période.

Probabilités Call Vanille Call up and out
p1=-05 100 F OF
p2 = 0.75 N0 F 90 F
ps = 0.75 80 F 80 F
Réaultats: Cdl =-0.5 100+ 0.75 90+ | Cdlypou =-0.5 0+ 0.75 90
0.75 80=77.5 +0.75 80=127.5

Cet exemple conduit au résaultat abérant sdon lequel le prix du cadl up and out est
supérieur au prix du cdl vanille éguivdent. La présence de probabilités négatives peut
égdement engendrer des prix doption négaifs Des anomdies dmilares peuvent ére
observées lorsgue les barrieres sont supposées activantes.

Par dlleurs, lorsque la vdeur de la bariere est tres proche du prix initid de I'actif
risqué leur méhode ne permet pas de respecter la digtribution mathématique du prix de
I'option.

[I.  Evaluation partiellement séquentielle des options abarriére

Les principdes difficultés rencontrées lors de I'évduation des options a barriére
résultent du détachement de dividendes de l'actif sous-jacent et de la proximité éventuelle de
la barriere du cours initid de l'action. L'approche séquentielle peut ére utilement utiliste pour
résoudre ces difficultés. Connue depuis les travaux dEvnine (1983), puis généraiste par
Augros et Moreno (1998), cette approche consiste a décomposer chagque période de temps en
plusieurs sous périodes. Elle est envisagée ici dans le contexte des options a barriere.

A. Construction de I'arbre d'évolution du sous-jacent

Le principe de la méhode consste & décomposer partiellement chaque péiode, de
durée Dt, en deux sous periodes, de durées respectives d; et d, puis a guder la durée d; de
fagon a cder le prix de I'actif a la fin de la premiere sous période sur le niveau de la barriére,
et ce sans modifier la durée totae Dt de la période.

Les hypothéses H1 a H3 posées précédemment dans I'étude du modée de Boyle sont
reprisesici. En outre, trois nouve les hypothéses, H4', H5' et HE', sont retenues :

H4': La durée de vie de I'option & évauer et divisée en N périodes de longueur Dt identique.
Sdon le prix de l'actif risqué et du niveau de la bariere, chague période peut étre
subdivisée en deux sous périodes, non forcément identiques, dont les durées respectives
dépendent du niveau de la barriére. Les transactions ont lieu uniquement au début de
chague sous période ;

H5' : Labarriére est supposée congtante aul cours de chague période ;

H6': L'arbre dévolution du prix de l'actif est condruit en deux éapes. Dans un premier
temps, I'arbre des prix est identique a celui de Boyle. Dans un second temps, la barriére
et intégrée dans I'arbre.

S pour une période e un prix de I'actif donnés, la barriére ne franchit pas le treillis ou
bien s le prix de I'actif au noaud pere ou a I'un des noauds terminaux est égd a celui de
labarriere, le schématrinomia n'est pas modifié.




Sinon, la période est décomposée en deux sous périodes. La durée de la premiere sous
période est déterminée par le lieu de rencontre entre la barriére et la branche haute ou
basse de l'arbre. La durée de la seconde sous péiode est égae a la différence entre la
durée totae de la période et la durée de la premiere sous période. Les prix de l'actif a
I’issue de la premiere sous période dépendent de la durée de cette sous période. On note
ui(i) le coefficient de hausse et d(i) le coefficient de baisse de la premiére sous période
de la i*™ période. Au cours de la seconde sous période, les mouvements du prix de
l'actif peuvent avoir lieu sdon trois directions : hausse, baisse & une troiséme direction
dépendant du noaud considéré et du niveau de la barriére. Le principe de congtruction de
I'arbre au cours de la seconde sous péiode peut ére schématisé dans les deux cas
uivants:

1% cas: 2°M€ cas
la barriere franchit la branche basse la barriere franchit la branche haute

Bamére

:

1

1

! Barnére ;

i léTe sonie E Dirvie sone E léTe sonie E Jéme 5':"'-15:

1 période 1 période période 1 périods
Fgure 5 Figure 6

Par la suite, le schéma Séquentid est introduit a l'intérieur de l'arbre trinomia comme
le montre la figure suivante dans le cas d'une barriére du type down and out :

Barrigre

Figure 7

Il et par conséguent suffisant de restreindre la description de la méhode dans un
cadre monopériodique.




B. Evaluation dans un cadre monopériodigue

Les neuf coefficients multiplicatifs du prix de I'actif risqué intervenant au cours de la
seconde sous période sont repérés selon un triplet. Le premier terme de ce triplet désigne la
branche du schéma trinomid principd traversée par la bariere. La lettre b fait référence ala
branche basse, tandis que la lettre u fat référence a la branche haute. Le second terme du
triplet, toujours égd a 2, rappelle que le coefficient multiplicatif intervient au cours de la
seconde sous période. Enfin, le dernier terme du triplet peut prendre les valeurs u, m ou d et
désigne respectivement une évolution a la hausse, une évolution intermédiare ou une
évolution alabaisse du prix de |'actif.

a) Le cas d’'une barriére de type down

Un cacul smple permet dobtenir ladurée d; de la premiere sous période :
dl = u Dt
Sold-1
Les coefficients de hausse et de baisse au cours de la premiére sous péiode peuvent
étre déerminés sans avoir recours a des caculs géomériques. En effet, afin de faire coi ncider
I'un des niveaux de prix du treillis avec labarriere, il suffit de poser :

1_%
u == —
‘'d, B
Tout auss facilement, les coefficients de hausse et de baisse au cours de la seconde
sous période sont déduits a partir des coefficients w; et d; e en fonction des vadeurs finaes
des prix de I'actif risqué du schématrinomid principd :

u B
Upou = > =ud, Myou = > =d, Aoy = =d;
S TSy S U,
B
ub,z,mzsc)u:u mb,z,m:i:]- db2m:_:d1
S S S
B d
Uprg = SOS(()j =u, My 54 :E::L db,z,d = SS:d :du1
1 1

b) Le cas d’'une barriére de type up
En rason de la symétrie du probléme, I'ensemble des paramétres et asément
déductible du cas précédent.
Aing, ladurée d; delapremiére sous période est égde a:
_B-S
Remarquons que les coefficients de hausse e de baisse au cours de la premiére sous
période sont identiques & ceux du premier cas:

S

u=t->
''d, B



En revanche, les coefficients multiplicatifs au cours de la seconde sous période
doivent étre recalculés:

l"lh,Z,u = l"lb,2u mh,2u :1 dh,2,u = rn0,2,u
uh,2,m = l"lb,Z,u mh,2,m :1 dh,2,m = d
— 1,2 — —
Uog = U Mg = Upog dh,z,d = db,z,d

c) Systéeme général de probabilités
A présent, il reste a résoudre le systéme généra de probabilités régissant I'évolution de
l'actif risqué dans l'univers risque neutre. Les coefficients de hausse, de baisse et de tendance
moyenne sont respectivement notés h, b et m. q désigne la durée de la sous période.

Le systéme de probabilités sécrit :
ip,Sh+p,Sm+p,Sb=8
|l p, (& h2-SM?) + p, (SMP- M) + p, (S ?- IMA) =V
1P +p,+ P =1
ol M = exp(rg) et V =M 2[expls %q)- 1] .
Larésolution du systéme conduit a:
_M-m- ps(b' m)
h- m

_V+M2-n2- (M- m)h+m)
P,=1-p-p P (b- M- h)

Py

C. Extensions immédiates

Dans certans cas, pluseurs degrés de liberté supplémentares peuvent s avérer
indispensables. Ceux ci peuvent ére facilement obtenus lors de la condruction du schéma
saquentiel. Aingd, plutét que la durée de la premiere sous période soit déterminée par le point
de rencontre entre la trgectoire linéaire du prix de l'actif e la bariere, il et possble de
choigr les coefficients multiplicatifs au cours de la premiére sous période en fonction de la
durée souhaitée. Le schéma ci-dessous illustre cette possibilité,

Figure 8

Dans le cas présent ou la barriere et de type down, le schéma ¢i dessus montre que les
coefficients intermédiaires de hause et de tendance moyenne peuvent ére cdibrés autrement
que dans le cas standard développé précédemment. Le coefficient de baisse edt, quant a lui,
déterminé par la durée souhatée de la premiere sous période. Trois degrés de liberté sont
donc aisément obtenus, ce qui donne la possihilité de contrbler au moins trois des douze
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probabilités du schéma®. Afin d'obtenir un quatriéme degré de liberté, la valeur du paramétre
| pourrait auss ére modifiée.

On note m le coefficient multiplicatif de tendance moyenne du prix de l'actif risqué au
cours de la premiere sous péiode. Les coefficients de hausse e de baisse au cours de la

seconde sous période sont obtenus directement :

ub,2,u = U/Ul rnb,2,u = 1/ul db,2,u = dl /ul
ub,2,m = U/ rnl mb,2,m = 1/rnl db,2,m = dl /rnl
ub,2,d = 1/ dl mb,Z,d = 1 db,2,d = d/dl

Enfin, a l'ade du principe de l'interpolation, le principe de la méhode séquentidle
peut étre éendu quel que soit I'arbre trinomid principa.

barriere

noaud interpolé

Cet exemple illustre l'indépendance de la méhode séquentielle avec l'arbre trinomia
sous-jacent. Ce degré de liberté peut savérer utile des lors que I'on souhaite intégrer la surface
de voldtilité (Cf Derman, Kani et Chriss 1996).

Les tests numériques ont montré que pour évauer des options a barriére de type down

and out les valeurs des paramétres suivants:
B

S

u, =u? m, =u’ d,

assurent une convergence trés satisfaisante’.

D. Le cas des options amultiple barriéres

Options adouble barriere désactivante

Il est supposé, dans un premier temps, que les deux barrieres ne prennent pas place
dans le méme schéma trinomid. Dans ce cas, pour évauer les options a double barriére, |l
auffit dintroduire deux schémas séquentids a lintérieur de l'arbre au cours de la méme

période. Exemple :

11



Figure 12

Les deux schémas ne sont généraement pas symétriques. Les subdivisons du temps
ne sont pas les mémes. Cest la rason pour laguele il n'et pas possble dintroduire
smultanément les deux barriéres a l'intérieur du méme schéma, excepté lorsque les barrieres
sont toutes les deux désactivantes. En effet, dans ce cas, en goutant une troiSséme sous
période, I'évauation devient possible comme le suggere lafigure suivante :

1
1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
l2éme sous) Jéme gous!

1ére sous
période | période | période |
Figure 13

Comme précédemment, plusieurs degrés de liberté peuvent ére utilement utilisés pour
I'évauation.

Généralisation en présence de plusieurs barrieres

Nous envisageons ici le cas des options dont la vaeur est conditionnée par plus de
deux barrieres. On peut supposer, par exemple, qu'une option ne sactive quaprés certaines
vaidions du sous-jacent mais qui e désactive 9 ces vaiations sont trop importantes. La
figure d- dessous schématise ce type d'option :

12



Barriére Up and Out

Barriére Up and In

Barriére Down and In

Barriére Down and Out

Ce type doption est tres facilement évaué avec la méthode partiellement séquentielle
puisquil suffit dintégrer le nombre nécessare de schémas partidlement séquenties au cours
de chague pé&iode (1,2,3 ou 4 schémas sdon le nombre de barrieres traversées par le treillis
des prix de I'actif).

E. Le cas des options américaines abarriere activante

En 1995 Reme e Sandmann énoncent un agorithme permettant de résoudre le
probleme ddlicat de I'évauation des options américaines a bariere activante. Cet dgorithme
écrit pour un arbre binomid est facilement éendu au cas des arbres trinomiaux de Ritchken et
de CV and qua cdui des abres partielement séquentie. Cette derniere approche doit
cependant étre légerement adaptée. Pour une bariere de type désactivante, la vaeur des
noauds touchant la barriére et nulle. Les vaeurs findes pour ce type de ncaud ne nécessitent
aucun cacul. Au contraire, pour une bariere activante, il et nécessare de connditre ces
vdeurs. |l suffit dors de prolonger le niveau de la barriére jusqua I'échéance et de caculer
par induction ariére I'ensemble des prix d'option correspondant a ce niveau de prix de l'actif.
Aing, mis a pat le cas smple ou la bariere est supposée congtante, il peut ére introduit dans
le treillis de I'arbre un ensemble de niveau de prix qui prolonge une barriere patidle sans a
avoir l'effet. Une autre méthode consgterait a caculer cette vdeur finde a partir des trois
noeuds fils du ncaud pére le plus proche.

Barrieres partlell

/ \\f}-ﬁf_‘x

\><><><\ Prolongemert du niveau
de la hamére

Figure 14

F. Simulations

La figure d-dessous présente les écarts redifs obtenus entre la formule fermée de
Merton et la méhode séquentiele pour un cal down and out et pour 100, 200, 500 et 1000
périodes de discrétisation

13



Donnéesinitiales : S=K=100, Barriere= 70 299,99 (calcul tousles0,01) ,t =1an,r=5%ets =20%

Ecart relatif entre la formule fermée de Merton
et |'évaluation partiellement séquentielle
0.03%
I S P
0.02%
o 0.01% o — ”
:% 0.00% \ /3%
2 0.01% g =
§ -0-02% \_‘_\’"'_‘\ /"_‘—\/’- B
-0.03% d
-0.04% T T T T T
70 75 80 85 90 95
Barriére
|—100 périodes 200 périodes 500 périodes 1000 oériodes|

Hgure 9

Pour un nombre donné de périodes, les courbes admettent des maximums (ou
minimums) locaux pour des vaeurs de la barriere tres proches d'un niveau de I'arbre des prix
de I'actif risqué. Ce phénoméne et di a la présence de probabilités négatives (cf. supra).
L’'évauation reste cependant trés efficace (écat rdatif maximum pour 100 périodes inférieur
a 0.04 %), et ce méme pour une barriére tres proche (99.99) du prix initia de I'actif (100).
Sans le recours aux degrés de liberté supplémentaires, ce ghénomene et largement amplifié et
I’évaudion n'est pas toujours possble. Par alleurs, il est évident que la sengbilité du modde
par rapport au parametre | est supérieure a celle observée pour le modele de Boyle.

Donnéesinitiales : S=K=100, Barriere=95,t =1 an,r =5% ets =20 %

Ecart relatif en fonction du nombre de périodes

Nombre de Périodes

10 110 210 310 410 510 610 710 810 910
0.00%

-0.02% /_w/
-0.04%

-0.06%
-0.08%
-0.10%

-0.12%
-0.14%

Ecart relatif

i e

—T—

Figure 10
Numériguement, méme pour un nombre de périodes tres faible (10 par exemple), la
méthode conduit a des réaultats satifaisants (inférieur a 0,13 % dans I'exemple). A lingar du
modéle de Ritchken, I'évauation du prix de I'option et d'autant plus précise que le nombre
de périodes concernées par le franchissement de la barriére est deve.

Le tableau suivant compare I'ensemble des résultats obtenus et publiés par CV (mis

entre parenthéses) a ceux obtenus avec notre approche. La valeur du parametre | est la méme
gue cdle choise par CV.
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1
Donnéesinitiales: S=100,K =100,t =05an,r=10%,s =20%,| = E«/Zp

Barrieres
Nombre de Périodes 95.0 99.5 99.9
10 5.7292 (5.7498) 0.7943 (1.0934) 0.1481 (0.5080)
50 57192 (5.7196) 0.8005 (0.8268) 0.1647 (0.2015)
100 57176 (5.7191) 0.8008 (0.8090) 0.1647 (0.1780)
500 5.7166 (5.7168) 0.8010 (0.8014) 0.1648 (0.1659)
1000 57164 (5.7168) 0.8011 (0.8011) 0.1648 (0.1652)
5000 57163 (5.7164) 0.8011 (0.8011) 0.1648 (0.1648)
10000 57163 (5.7163) 0.8011 (0.8011) 0.1648 (0.1648)
Formule Fermée 5.7163 0.8011 0.1648

L’approche partidlement séquentidle apparait plus sable. En outre, la vitesse de
convergence est supérieure a celle observée avec le modée de CV. La différence saccroit
avec le rapprochement du niveau de labarriére acelui du prix initid de l'actif risqué.

L e tableau suivant présente les résultats obtenus dans le cas d'un put up and out.

Barrieres
Nombr e de Périodes 105 100.5 100.1

10 2.0525 0.2612 0.0532

50 2.0538 0.2616 0.0533

100 2.0538 0.2617 0.0533

1000 2.0539 0.2617 0.0533

5000 2.0539 0.2617 0.0533
Formule Fermée 2.0539 0.2617 0.0533

La gabilité et la vitesse de convergence de la méhode pour les puts de type up and out
sont Smilaires a celles observées pour les cdls down and out. Générdement, un trés petit
nombre de périodes (environ 10) est nécessaire pour obtenir une estimation inférieure a 1 %.

Par congruction, I'évaluation par les moddes arborescents est plus sensible pour les
options du type cal up and out e put down and out (Cf Annexe). Le graphique suivant
compare, pour des puts down and out et pour différentes valeurs de la barriere, les écarts
rddifs entre les réaultats fournis par la formule fermée e ceux donnés par le modde de
Ritchken et par |’ gpproche partiellement sequentielle.
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Données Initiales : S= 100, K =100, r = 10%, s =20 %, t = 1 an, Nombre de périodes : 200

Comparaison de la convergence des modéles
de Ritchken et Partiellement Séquentiel

30%

L
% 20%

— Ritchk
T 10% romen
§ e Arbre Séquentiel
Lo

0%
0% 0 9 @

9B 94 95 9% 97 " 98

Barriere Down

Figure 11
Dans ce cas, on verifie encore que I'gpproche partidlement séquentielle engendre en
générd une mellleure approximation que cdle obtenue par la méhode de Ritchken (environ
95% des prix calculés pour ce test).

L'illustration de la méthode est a présent poursuivie a I'aide des réaultats publiés par
CV (mis entre parenthéses) dans le cas d'un call double knock out.

Donnéesinitiales: S=100,K =100,t =0.5an, r =10 %, s = 20%, Barriere Down : 95

Barriere UP
Nombre 110 125 150
de Périodes
10 0.0166 (0.0096) 1.8269 (1.8185) 54772 (5.3795)
50 0.0279 (0.0269) 2.0007 (1.9926) 5.3428 (5.3217)
100 0.0309 (0.0297) 2.0290 (2.0134) 5.3190 (5.3179)
500 0.0319 (0.0316) 2.0341 (2.0296) 5.3146 (5.3132)
1000 0.0320 (0.0319) 20321 (2.0314) | 5.3130 (5.3121)
5000 0.0321 (0.0321) 2.0334 (2.0330) 5.3118 (5.3117)
10000 0.0321 (0.0321) 2.0332 (2.0331) 5.3117 (5.3116)

Les réaltats sont plus difficilement comparables puisque cette fois
paramétre | du modéle de CV dépend de la vaeur des paramétres de I'option. Ce n'est pas le

cas pour I'gpproche partidlement séquentielle pour laquelle la vadeur du paramétre |

la vadeur du

a éé

maintenue a %\/Zp . Toutefois, il et vishle que les résultats sont proches et que pour des

vaeurs des barriéres proches du prix initid de l'actif risqué I'gpproche séquentidle converge

plus rapidement.
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CONCLUSION

Le découpage du temps en périodes puis en plusieurs sous périodes, mis en caire
dans la méhode partielement sequentielle, permet de respecter la digtribution mathématique
du prix de I'option. En conséquence, |I'un des principaux avantages de cette méthode est di au
fat guune barriére peut couper le trellis des prix a n'importe que niveau & a nimporte
ingant, notamment au cours de la premiére période ce que ne permet pas les approches de
Ritchken e de CV. De plus la méhode partidlement sequentidle présente I'atout de
permettre I'évauation du prix des options a une ou pluseurs barieres sans nécesster un
quelconque gugtement du schéma trinomid sous-jacent ce qui peut savérer utile lors de
I'éventuelle prise en compte de la surface de volatilité du rendement du prix de I'actif risqué.

ANNEXE

Dans le cadre des cal up & out (resp. put down & out), le nombre de vaeurs non
nulles de I'option a I'échéance est fonction du prix dexercice et de la barriere. Généraement,
les options traitées sont a la monnaie et pour un niveau de bariere reaivement peu doigné
du prix initid de l'actif risqgué. En conséquence, I'évauation du prix de l'option par induction
arriere ne dépendra que d'un nombre trés limité de vaeurs findes non nulles,

Les arbres dévolution suivants illustrent ce phénomene & dévoilent la cause de la
différence de convergence des gpproches par arborescence pour I'évauation d'un cdl down &
out et pour cdledun cal up & out.

Données |nitiales :

1
S=K =100; volatilité : 20%; maturité: 1an; r : 5%; N : 7 périodes;| = E«/Zp :

Barriere Haute : 120; Barriere Basse : 80.
Arbre d'évolution du prix de l'actif risqué

194.10

176.55 176.55

160.59 160.59 160.59

146.08 146.08 146.08 146.08

132.87 132.87| 132.87| 132.87| 132.87|

120.86 120.86 120.86] 120.86 120.86] 120.86

109.94 109.94 109.94 109.94 109.94 109.94 109.94
100.00] 100.00 100.00] 100.00 100.00] 100.00 100.00] 100.00
90.96 90.96 90.96 90.96 90.96 90.96 90.96
82.74 82.74 82.74 82.74 82.74 82.74

75.26 75.26 75.26 75.26 75.26

68.46 68.46 68.46 68.46

62.27| 62.27] 62.27]

56.64 56.64

51.52
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Arbre d'évolution du prix du cdl up & out

0.00
0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.69 0.86 111 150 225 350 9%
[0.93 109 1.30 157 196 240 341 0.00
104 114 123 123 117 0.00 0.00
0.66 0.56 0.40 0.00 0.00 0.00
0.14 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00
0.00
Arbre d'évolution du prix du cdl down & out
94.10
77.26 76.55
62.01 61.31 60.59
48.20 4750 46.79 46.08
35.76 34.99 34.29 3358 3287
25.09 24.15 2322 228 2157 20.86
16.61 1559 1452 1336 12.16 10.65 9%
(1041 947 847 7.39 6.22 485 341 0.00
4.65 3 2.98 207 117 0.00 0.00
132 0.85 0.40 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00
0.00

Ces abres de prix mettent bien en évidence le nombre important de vaeurs nulles
présent dans I'arbre de prix du cdl up & out ce qui afecte la vitesse de convergence de la
méthode.

! 'évaluation est facilement étendue dans e cas d'une structure de volatilité déterministe.

2 Dans leur article, Boyle et Hoon analysent les problémes de convergence de I'approche binomiale. Ils montrent
que seul un gjustement du nombre de périodes permet d'obtenir des résultats convenables, a moins de choisir un
nombre de périodes extrémement élevé.

3 Ent|i| désignelapartie entiérei.

* Ritchken propose en complément de sa méthode de ne modifier, sous certaines conditions, que le noaud du haut
pour une barriére up ou que le ncaud du bas pour une barriére down afin de faire coincider le prix du sous-jacent
avec lavaleur delabarriére. Cette méthode permet d'éval uer les options a barriéres non constantes.

® Un taux d'intérét positif aurait pu étre considéré sans aucune difficulté.

® Si I'on compte en tout 12 probabilités pour le schéma séquentiel, dans le cas des barriéres désactivantes trois

d'entre elles, correspondant a la séquence trinomiale du noaud touchant la barriére en fin de premiére sous
période, sont inutiles.
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" Les durées des sous périodes n'ont pas fait I'objet d'ajustement spécifique. Un raisonnement symétrique a été
appliqué pour les options de type up and out.
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