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Résumé:

Dans cet aticle, trois méthodes d' évauation des obligations indexées sur action (OIA)
sont proposées puis comparées. Elles reposent sur la décompostion de ces titres en une vaeur
nue risquée & en un call cappé sur rendement qui et supposé, quant a lui, sans risque de
défaut. Les méthodes présentées permettent, a tour de role, de prendre en compte la définition
du payoff d'une OIA a partir d'une moyenne de cours e ce, gréce a la combinaison des
approches par abre ou par EDP & de la technique de smulation stochastique, puis I’ évolution
déatoire des taux d'intérét e, enfin, le caractere stochastique de la volatilité du rendement de
I actif sous-jacent.

Abstract :

Our contribution in this aticle is to show how share indexed bonds can be
decomposed into two different financid contracts. The first one is a risky bond wheress the
second one is Smilar to a cal spread. Three different models are used to price these @ntracts.
Mixing a binomid tree and Monte Carlo smulations we firs reved tha the period during
which the payoff is evduated may not be neglicted. Then the study compare results from
Merton's modd with stochastic interest rates with the one of Heston with sochadtic voltility.

Motsclés:  Arbre Binomid, Call Cappé, Obligation Indexée, Taux Stochagtiques,
Volatilité Stochastique.

keywords:  Cadl soread, Indexed Bond, Binomid Tree, Stochastic Voldility, Stochastic
Interest Rates.



Evaluation des obligations
indexées sur action

Afin de réduire la charge d'intéréts de ses emprunts, une entreprise peut émettre des
obligations assorties dune ou pluseurs clauses optionnelles. La patie obligatare du titre
garantit, en cas de non falllite, un seuil de rentabilité minimae pour le préeur, tandis que la
ou les cdauses optionndles permettent daccroitre la performance du produit en cas
d’ évolution favorable d’ une varigble financiére de référence.

Ces produits dérivés hybrides prennent des formes variées. 1ls peuvent cependant se
répartir en deux grandes familles. La premiere regroupe les émissons de titres dont la
converson (obligations convertibles) ou I'exercice (obligations assorties de bons de
souscription) permet a I'investisseur d'obtenir un nouveau titre émis par I'émetteur. La
seconde comprend les obligations dont la vaeur finde dépend d'un index pouvant étre
représenté par la vaeur des actions de I'émetteur, par cdle d'un indice bourser, par
I"inflation ou par toute autre variable macro ou micro économique.

Cet atice est consacré spécifiquement aux obligations indexées sur action (OIA) qui
connaissent actudlement un certain engouement aupres des émetteurs. |l sagit dobligation
zéro-coupon dont la vaeur de remboursement finde correspond a la vadeur facide du titre
augmentée d'une prime qui et versée au souscripteur lorsque, durant la durée de vie de
I'emprunt, le rendement de I'action de I'émetteur dépasse un certan seuil. Lorsque ce
rendement et insuffisant, la prime et nulle mais I'investisseur et assuré de recevoir un
remboursement minima des lors que I'entreprise émettrice n'est pas en Studion de falllite.
La prime versée ne peut toutefois dépassr un certain plafond fixé lors de I'émisson. Le
rendement de I'action servant de base a I'indexation et générdement cdculé a partir de la
moyenne des cours observés respectivement sur une période inférieure a un mois précédant
I’émisson e sur une péiode denviron quinze jours Stuée a la fin de la vie de I'emprunt. Un
dda dun mois es souvent prévu entre la date de cacul du prix de remboursement et la date
effective de remboursement.

A lingar des obligations convertibles, ces titres sont sengbles a la fois a la volatilité
du cours de l'actif sous-jacent et a la déformation de la courbe des taux dintérét durant leur
durée de vie. Dans le cas des obligations convertibles, deux procédés généraux dévauation
sont proposss ;- cdui base sur la vaeur de l'action et cdui base sur la vaeur de la firme. La
prise en compte de la vdeur de la firme Savere plus adaptée aux caractéristiques des
convertibles. Dans le cas des obligations indexées, ce choix n'est plus auss pertinent et la
décomposition de ces titres en deux produits financiers indépendants est préférable.

En effet, les paticulaités du produit smplifient le probleme dévduaion puisquil est
possible de le décomposer en deux titres indépendants, une obligation sans coupon exposée au
risque de défaut de I'émetteur et un call cappé dont I'exposition au risque de défaut peut étre
consdéré comme négligesble.

L'aticle est ordonné de la fagon suivante: la premiere section judifie le principe de
décomposition d'une OIA. La deuxiéme propose dévauer cet actif sdon trois procédés
différents; le premier modele utilise a la fois le modee discret de Cox, Ross & Rubingten
(CRR - 1979) et la mé&hode de smulation stochastique de Monte Carlo. Le deuxieme modée
et bast sur les hypothéses du modéle de Merton (1974) en présence de taux d'intérét
dochadtiques. Le troiséme modde suppose que la voldilité est définie par un processus
sochasgtique. Enfin, dans une derniere section, des smulations sont réaisées afin de comparer
les résultats obtenus a partir de ces trois modeles.




l. Principe de décomposition de I'OIA

Le prix de remboursement contractud d'une OIA et égd au maximum des deux
montants suivants :
Nominal © 100%
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Ou:
S,, désgne la moyenne des cours de I'action condatée sur une péiode de
quelques jours Stuée environ un mois avant I’ émisson.
e S,. lamoyenne des cours de I action condtatée sur une periode de I’ ordre de 15
jours située environ un mois avant la date Tr de remboursement. On désigne par Ty
et T, (avec Ty < To< TR) les dates définissant la période de cacul du prix moyen
find del'action.
X et b+ sont des coefficients pondérateurs prédéterminés lors de I'émission du titre.
Le remboursement maximum et cependant limité & (100+y)% de la vaeur du
nomind.

Lafonction payoff d' une OIA s écrit donc formellement :

X . . b
Payoff = Nominal ~ a ~ 100%+ Nominal MAX1|' MIN}_ y%; X% e Sve  Bu i S ”05
i 1 by, ,ZSMI é b

ou a désigne un coefficient multiplicateur, compris entre 0 et 1, dont la vaeur dépend de la
gtuation de I'émetteur au moment du remboursement de I'emprunt. Ceui-ci et égd a 1 en
I'absence de défallance de I'émetteur a la date Tr. Il est en revanche drictement inférieur a 1
lorsgue I’ émetteur N’ et pas en mesure de respecter ses engagements.

Afin d'dléger les écritures, on supposera par la suite que tous les coefficients b sont
égaux al.

Comme le montre le tableau ci-dessous représentant les flux a I'échéance d'une OIA,
la vdeur de I'obligation, a une date t quelconque, peut ére assmilée a la somme de deux
€l éments représentés par :

une obligation zéro-coupon, d’ échéance Tg, dont le prix de remboursement contractuel est
égd alavaeur nominde del’ obligation ;

et par un call cappé, correspondant a la différence entre deux calls européens, affecté d' un
coefficient pondérateur. Soit :

Nominal

OIA = Nominal * B(t,T, )+ x% [c, - c,]

|
ol B(tT,) représente la veleur en t d'une obligation zéro-coupon risquée, d'échéance Tr,
dont le prix de remboursement contractud est égd a une unité monétaire,
et olC, =C(S,T,,S,, ) & C, =C(S,Ts.Kg,,) désignent deux calls européens, écrits sur une
action cotée S, d' échéance Tr et dont le payoff termind et égd a la différence entre Sur e un
prix d exercice égal respectivement™ aSwi et Ksup avec K, =&+ Y0 .
e Xg



Vdeuren T
Vdeur ent I I "
Sur < Sw S < Sue < Keup Ksup < Sur
Nominal” B(t,T,) nominal” a nominal nominal
X%nomind (C,-C,) 0 X%nominai (S, - S) X%nomind (Koo - Sy)
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OIA nominal” a | Mo §1+ x%%ﬁ nomind (1+ y%)

L'exigence d'un risque de défallance de I'émetteur lors du remboursement de I’ OIA
fat que I'obligation zéro-coupon B(t,TR) ed risquée. La défallance de I'émetteur au moment
du remboursement de I’ OIA entraine en principe une baisse du cours de ses actions ayant pour
effet dannuler la vaeur des deux calls C; et C, (colome | du tableau précédent). Le
souscripteur ne recoit alors aucune prime. A contrario, lorsque le rendement de |'action,
durant la vie de I'emprunt, et ardda du seuil minimum donnant droit & une mgordion du
paiement fina (colonne Il e 1I), on peut raisonnablement admettre que la Situation financiere
de I'entreprise est suffisamment satifaisante pour permettre le remboursement complet des
obligations sans coupon et le paement des primes dues aux souscripteurs. En conséguence,
OIA peut ére utilement décomposée en une obligation risquée (communément appeée la
vaeur nue) et un call cappé non exposé au risque de défaut de I émetteur:

La vaeur nue peut ére assez facilement évauée en mgorant son taux actuarid d'un
spread, ou écart de taux par rapport a une obligaion éguivdente, de méme maturité, mais
sans risgue. Ausd, la suite de I'exposé traitera plus spécifiquement de I'évaduation du second
terme composant |' OIA.

II. Les modeles d'évaluation

Afin de ne pas perturber la comparaison des différents modées proposés, la présence
de dividendes a &é volontarement négligée. Chacune des différentes méhodes mises en
oeuvre peut cependant ére adaptée pour prendre en compte |'existence de versements de
dividz;des, les moddités de paiement des dividendes pouvant cependant varier d'un modde a
I’ autre”.

A. Modele binomial combiné ades simulations stochastiques

Le premier modéle d’évauation que nous proposons et un méange de I’ approche par
arborescence de Cox, Ross et Rubinstein (CRR-1979) et de cdle par smulation stochastique
des trgectoires du prix de I'action sdon le principe de Boyle (1977). Ce modele permet de
quantifier I'effet de la prise en compte d une moyenne dans le prix de I’OIA. Les techniques
par arborescence de CRR et de simulations de Boyle® sont suffissmment connues pour ne pas
étre reprises en détail.




Par hypothése, le cours de I'action suit un processus multiplicatif de type binomid et
le taux d'intéré& r est supposé congtant au cours du temps. Il convient aors de développer
I’arbre des prix de S entre les dates t et T1, de Smuler, pour chague vaeur finde de I'arbre en
Ty, les trgjectoires de Sentre T et T, , puis d en déduire, pour chague trgectoire, la moyenne
Sur des cours journdiers constatés sur la période [T1, T2]. Pour chaque vaeur finde de I’ arbre
des prix, la vdeur moyenne des différentes vaeurs Syr obtenues et enfin cdculée. On en
déduit, pour chague éat de la nature correspondant aux branches termindes de I'arbre, le
payoff cdculéen T, et versgen Tr.

T Simulations

la condruction de I'arbre de retour Seffectue en reportant a la date T; la vdeur
actudisée du payoff versé en Tg, soit le montant [payoff” P(T;,Tg)], ou P(T;,Tg) désignele
prix en T; d'une obligation sans coupon e sans risque de défaut, rapportant une unité
monétaire en Tr. En présence de taux d'intérét constants, il vient : P(T;,Tg) = e ("R'T

T1 T, TR

abredeS _—__p S p gmuldions —__yp Sur

cacul du paement
payoff du payoff
v |
abrederetour <«— P(T;,Tg)" payoff <

Il est possble dutilisr a la place du schéma binomid classque de CRR d'autres
méthodes par arborescence, plus générdes, permettant notamment la prise en compte dune
surface de volatilité par prix d exercice et par maturité’.

En outre, la méhode présentée peut ére adaptée sans aucune difficulté aux méthodes
numeriques de résolution de I'EDP fondamentde dévduation. Dans ce cas, la grille du
schéma est condruite de fagon classque, puis les conditions de bord a la date Ti sont
cd culées, comme précédemment, al’ aide de smulations de Monte Carlo :



Grille derésolution
del'EDP

"5 Simulations

B. Modele ataux d’intérét stochastiques

S I'on admet que les dates T;, T, e Tr sont confondues, une formule fermée
d évaduation du call cappé peut ére obtenue en utilisant le principe du modele de Merton
(1973). Dans cette hypothése, la moyenne de cours Sur et assmilée a la vaeur ponctudle de
I'action aladate T, et le payoff est supposeé versé sans délai a cette date.

Merton suppose que les dynamiques du prix de l'action et d'une obligatiion zéro-
coupon sans risque de défaut sont représentées par deux mouvements browniens
géométriques:

ds

B~ +s ez dP(t, T)

P(t,T,)

=af)dt- dft )dz'(t)

avec dZ(t)dz (t) = - k(t)dt .

Ou: Sdédgne la vaeur de I'action sous-jacente, t la date présente, P(t,T2) le prix en t
d une obligation zéro-coupon sans risque de défaut d’'échéance T, et de durée de vie t = T, -t,
met s(t) la dérive e la volatilité ingtantanée du rendement de I'action, a(t) et d(t) la dérive
et la voldilité ingantanée du rendement de I’ obligetion zéro-coupon P(t,T2), K(t) le coefficient
de corrddion ingantané entre les rendements non anticipés de S et de P(t,T2), Z(t) et Z'(t)
deux processus de Wiener standards sous la probabilité rédlle.

s (t),d(T - t), k(t) sont desfonctions dé&erministes det.

T, représentant ici I'échéance de I'OIA, la vaeur du call cappé est obtenue apres
passage dans I' univers forward-neutre Qr,, .

Il vient gprés cadculs:
Call cappé = Nominal * P(t,T,{yoeN(d: )+ x94N(d! )- N(d's)]}+s\ﬂix%{N(d;)- N(d; )}
avec . |
Nk F?(t T,) %Sﬂt
d'lz SUP s\/tz d'Z:d'l+§«/t—
"3 P?tT)_%SAZt o
dy = MI S:ﬁ d4:d3 +§«/t—



ol s et la voldilitt moyenne du rendement du prix forward de I'action, dans I'univers
forward-neutre Qr, , donnee par :

$? =t1§2(s 2(u)+d2(u)ft - u)? - 2k(u)s (U)d ()it - u))u.

S, par exemple, on retient, pour une obligation zéro-coupon P(t,u), une structure de
voldilité linéaire par rgpport a la maturité, telle que d(t )=d” (u-t), ou d est une constante,
et 5 I'on admet, en outre, que s et k sont auss des constantes, on obtient dors:

tz
$2=g? +d2?- ks dt

S I'on suppose désormais que la date T, de caleul du payoff est distincte de sa date de
paement Tg, il e possble de donner une formule gpprochée d'évaudion du call cappé en
assmilant le prix en T» de I'obligation zéro-coupon rapportant une unité monétare en Tr a
son prix forward en t pour la date de livrason T,. Cette hypothése revient a négliger le
caractere déatoire des taux sur la période [Tz, Tg]. La durée de la pé&iode [T, Tgr] éant
générdement tres faible en comparaison de la durée de vie de I'OIA, cette hypothese peut ére
facilement adoptée.

En désgnant par F(t, T,, Tg) le prix forward, ala date t, pour une livraison en T, , de
I’ obligation zéro-coupon P(t, Tg) vient :

P(t,TR)
P(t,T,)

En subgtituant dans la formule précédente du call cappé la vdeur du nomina de I'OIA

par le produit F(t,T,,Tg) " nomind, lavaeur du call cappé devient :

Call cappé = Nominal * P{t, T, flyooN(d: )+ xogN(d; )- N(a: )]}+—x%{ (a,)- nfa: )}

F(,T,,Tg) =

ou lesvarigbles d,, d., d et d, sont inchangées.
S I'on suppose que les taux dintérét ne sont pas stochagtiques la formule précédente

d évduation d'un call cappé se transforme facilement en une formule d' évauation a la Black
et Scholes’.

C. Modéle avolatilité stochastique

L’observation de la voldilité higorique et de la volatilité implicite des actions montre
gue cdles-ci vaient largement au cours du temps. L'hypothése habitudle dune voldtilité du
rendement constante peut donc gpparaitre trop redrictive. Pluseurs auteurs en sont donc
venus a consdérer que lavolatilité suivait dle auss un processus stochastique.

Hull & White (1987) devadent and poduler que la volailité suit un mouvement
brownien géométrique. Toutefois, les éudes économétriques réaisées par Gesser (1999) ont
montré que le processus de diffuson de la voldilité choisi par Hull e White ne permettait pas
toujours de retrouver les nappes de volatilités constatées sur le marché.

Le choix d'un processus avec retour a la moyenne (mean-reverting), retenu par Heston
(1993), semble savérer plus adéquat pour décrire I'ingtabilité de la voldilité d'une action.
Aing, cet auteur associe au processus habituel suivi par le cours d'une action un processus
racine-carré pour décrire |’ évolution de lavariance, V, du rendement du titre.



dS = nf&dt +sSAW
dv = kg - V]dt +x-NV dz

ou W et Z sont deux processus de Wiener de corrdation ingantanéerr dt.

La vaeur d'un call cappé peut étre facilement obtenue, apartir de cette configuration,
a I’ade des réaultats établis par Gesser et Poncet (1997) ou bien par la méthode de smulation
des trgectoires de I'actif et de sa voldtilité. La durée de vie dlevée des OIA nous fat préférer
cette derniere méhode pour sa flexibilité en terme dintégration des dividendes, de taux
dintéréts éventuellement adéetoires et pour le cdcul de la vaeur de référence Suyr. Les
vdeurs de S et de V aux dates tisq, il {0,...N-1}, sont aors Smulées, dans I'univers risoue
neutre, & partir des formules suivantes :

S =Sy eqog?(ti’ti +1)' évi g(ti +1° ti) &V, (ti +1° ti) tﬂj
Vi =V, +K[g - V]t - t)+exVi(ti,- t)

ou " il {0,...N-1}, @ et €; sont des variables déatoires distribuées sdon deux lois normaes
centrées réduites de corrdation® r , et r(t;,ti+1) le taux d intérét prévalant ala période [t ti+].

La smulation des trgectoires du cours de I'action sur la période |t, T,] al’ade de ces
deux processus permet de caculer la vaeur du call cappé sdon la technique habitudle. La
vitesse de convergence des méhodes de smulation dépend essentidlement des techniques
mises en ocawvre dans I'daboration des variables déetoires. Afin de favoriser les temps de
calculs les procédés quasi aéatoire du type Low-Discrepancy sont souvent programmeés’.

lll. Comparaisons et interprétations des résultats numeériques

Nous avons tout d'abord mis en cauvre, pour différentes maturités, le modde hybride,
asociant la méhode binomide et cdle des smulations, décrit a la section 1I-A. Afin de
pouvoir comparer les réaultats aind obtenus avec ceux fournis par la formule fermée faisant
intervenir un calcd du payoff en T, les vaeurs obtenues ont éé normalises sur la base des
résultats fournis par la formule andytique en présence d'un taux d'intérét congtant. Aind, tous
les prix du call cappé obtenus avec la formule fermée e un cacul du payoff en T, sont

ramenés a 1. lls sont appelés prix BS avec payoff caculé en T,. Les réaultats sont présentés
aur lafigure ci-dessous.



Effet de la prise en compte de la moyenne du cours de I'action
sur le prix de'OIA
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Donnéesinitiales: S=100; Sy, = 100; s = 20%; r =5% ; x= 100% ; y = 300 % ;
Nombre dejoursentre T; et T, = 20.

Dans l'exemple considéré, le graphique révéle que les prix cdculés a l'ade de la
méthode hybride sont sengblement inférieurs aux prix BS obtenus avec un cacul du payoff en
T,. L'obtention de prix plus faibles avec la méthode hybride est conforme a notre attente
puisque le prix dun call sur moyenne est nettement inférieur & codui du call vanille
correspondant. L'écart entre les deux types dévaudion, assez important pour de fables
maturités, tend a se réduire au fur et a mesure que ladurée de vie del’ OIA augmente.

A des fins de comparaison, nous avons égaement représenté sur le graphique i dessus
la vdeur du call cappé obtenue avec la formule fermée lorsque le payoff est cdculé en T,
plutdt quen T,, le facteur dactudisation P(t,Tz) de la formule demeurant inchangé |l
ressort que cette valeur et plus proche de celle obtenue par la méhode hybride que de la

vaeur BS obtenue avec cacul du payoff en Ts.
Dans dautres conditions, les prix caculés avec la méhode hybride et avec la formule

andytique avec cdcul du payoff en T1 peuvent ére supérieurs au prix BS de référence obtenu
avec un cacul du payoff en To.

Dans un deuxiéme temps, nous avons cherché a comparer les résultats obtenus a partir
des trois moddles suivants : le modéle de BS, cdui de Merton e enfin cdui de Heston. Pour
ces trois type d'évaudtion, le payoff est suppose caculé en T, & la vadeur du nomind
actudisteen T, est fixée a 1000.



Evolution de lavaleur optionnelle de I'OIA en fonction de la maturité
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Donnéesinitiales: S=100; Sy, = 100; s = 20%; r =5% ; x= 100% ; y = 300 % ;
Nominal(T,) = 1000 ; Nombredejoursentre T; et T, = 0 ; wol = 50 % ; Corrélation prix-volatilité =
0; Volatilité moyenne = 20 %; Corrélation prix - zéro-coupon = 0O; Volatilité zéro-coupon = 3%.

Pour les vaeurs des paramétres retenues dans cet exemple, la courbe des vaeurs
obtenues a partir du modée a volatilité sochastique de Heston est Stuée en dessous de celle
obtenue avec le modée de BS. En revanche, la courbe des vaeurs générées avec le modde a
taux d'intérét stochastiques (Merton) croise les deux autres courbes. Ce phénomeéne est
judifié par I'importance de la pseudo voldilité utiliste dans le modde de Merton qui et
supérieure, dans cet exemple, a cdle introduite dans le modée de BS. L’écat maximum entre
lavaeur BS e cdlle de Merton atteint 25% lorsque lamaturité de I’ OlA et égde a 15 ans.

En présence d'une voldilité stochastique, les vaeurs obtenues varient sensblement en
fonction de la voldilité de la volailitt. Comme le révele le graphique c¢i dessous, la courbe
représentative de la valeur du call cappé en fonction de ce paramétre est d' abord décroissante,
puis croissante dans un second temps. En rédité il Sagit de la méme dlure de courbe que
celle observée dansle cas d un cdl vanille

Evolution du call spread de I'OIA en fonction de la vvol

o 106 Prix BS
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Donnéesinitiales: S=100; Sy, = 100; s = 20%; r =5% ; x= 100% ; y = 300 % ;
Nominal(T,) = 1000 ; Nombredejoursentre T; et T, = 0; Corrélation prix-volatilité = 0; Volatilité
moyenne = 20 %.



En fasant varier le coefficient de corrdation, on obtient le méme type de courbe, en
forme de U inversg, que cdle qui représente I'évolution de la vaeur d'un call vanille fournie
par le moddle de Heston, en fonction du coefficient de corréation. L’alure de cette courbe et
due au phénoméne de retour a la moyenne qui caractérise le processus d évolution de la
variance du rendement et qui exerce une incidence assez complexe sur la vadeur d un contrat
optionndl.

Evolution du call spread de'OlA en fonction du niveau de
corrélation entre le prix de I'actif sous-jacent et la volatilité

a6
JIJ

R g e - D
| —e ~
<8 o
E TJ
T 94 T
-1 -0.5 0 0.5 1
Corrélation

Donnéesinitiales: S=100; Sy, = 100; s = 20% ; r =5%; x= 100%; y= 300 % ;
Nominal(T,) = 1000 ; Nombre de joursentre T, et T, = 0 ; wol = 50 % ; Volatilité moyenne = 20 %.

Conclusion

Le principe de décompostion des obligations indexées sur action, en une patie
obligataire risqué et un call cappé sur rendement supposé sans risque de defaut, a éé
développé. Pluseurs méthodes d'évauation du call cappé prenant en compte notamment soit
la date de cdcul de la vadeur de référence finde du prix de l'action, soit I'hypothése de taux
dintéré stochadtiques, soit une voldtilité du rendement stochastique ont é&é mises en cawvre,
Les résultats montrent I'importance non négligesble de la durée de la période de cacul du prix
de référence fina de l'action. Les prix du call cappé évaués a patir des moddes a taux ou a
voldtilité stochedtique peuvent ére nettement digtincts des prix cadculés sous les hypothéses
du modele de Black et Scholes. Nous retiendrons cependant que pour des maturités courtes, la
rédle prise en compte de la vdeur moyenne de référence Syr € de |'hypothese d'une
volailité stochegtique semble plus pertinente que les autres méhodes. En revanche pour des
maturités plus éevées, le modde ataux d' intérét stochastiques gpparait étre plus adapte.

—M 1 3 substituer dans

MI,2
MI,2 a’ + bMl,lg
By §X D
2 Dans les modéles analytiques, les dividendes sont généralement supposés contin(iment versés. Dans cette
hypothése, |a correction a apporter aux modéles d'évaluation est simple. On substitue ala valeur de l'action S la

valeur S€ d(TZ't), ou d est le taux de distribution du dividende supposé constant et proportionnel au cours du
sous-jacent. A l'inverse dans les modéles numériques : par arbre, de résolution de I'EDP ou de simulations, les
dividendes, de nature proportionnelle ou fixe, sont plutot supposés étre versés a des dates préal ablement fixées.
Cette derniére conjecture refléte mieux la réalité constatée sur le marché des actions. C'est I'une des raisons pour
lesquelles e modéle avolatilité stochastique est présenté par |a suite sous saforme discréte.

! Laprise en compte des coefficients conduit & un prix d'exercice inférieur K, =S,

lesformules alaplace de Sy, et au prix d'exercice supérieur Ky, =
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3 La méthode des simulations de browniens initiée par Boyle en 1977, revient dans ce cas & simuler pour chaque
valeur finale de I'arbre les trgjectoires du prix de I'action entre les dates T; et T,. A I'aide du lemme d'lt6 et aprés

o - - u
intégration, on montre que pour deux datest; et t,, S ( ) ( )Expgr -—s gz 1) (Z(tz)- Z(tl))g' Il

ne reste plus qu'a simuler les valeurs de 2 selon une loi normale N(O, (tz- tl)) pour en déduire les

trajectoires discrétes de S et la moyenne Syr. Dans le but de calculer des prix moyens, la génération de variables
aléatoires antithétiques par latechnique du rejet polaire est I'une des plus efficaces.
4 Voir ace sujet Derman et Kani (1998).
® Sous I'hypothése de taux dintéréts constants, la formule fermée d'évaluation du call cappé est facilement
obtenue. Afin d'alléger les écritures, on suppose d'une part I'absence de versement de dividendes (cash et
continu) et d'autre part que tous les coefficientsb,_ sont égaux a 1.

Il vient apréscalculs:

_CAleaPe _ ot fyoon(dy)+ xON(dy)- N(d)] +——x%{N(d,)- N(d,)}

Nomina (T,) Sy,
avec,
InKS +§-5329[
dy=— P € g dy=d;+s t
1 S—\/— 2 1
Insi+§'5523
dy=—M_€ d,=d; +st
3 S—\/_ 4 3
_ay%

ou Kgp = QT/+1— Sy » Nominal(T,) correspond alavaleur du nominal actualisée aladate T, et ol N(.)

X 7]
désigne lafonction de répartition de laloi normale centrée réduite. Puisque I'OI A est un produit dérivé de type
europeéen, le dividende versé par I'action sous-jacente peut étre supposé continu.
® A I'aide du principe de décomposition des browniens, il est possible de séparer I'un des browniens, par exemple
Z, en deux browniens orthogonaux dont un parfaitement corrélé avec le brownien W.
" L'une des méthodes de simul ations les plus adaptées au cas envisagé est celle de Sobol, Cf Jung, 1998.
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