EVALUATION DES OPTIONS NEGOCIABLES
PAR L'INTERPOLATION DES ARBRES DE PRIX

Jean-Claude AUGROS Michadl MORENO
Professeur al'l SFA Allocataire - Moniteur
UCB Lyon| - Bét 101 - ISFA UCB Lyon| - Ba 101 - ISFA
43, Bd du 11 novembre 1918 43, Bd du 11 novembre 1918
69622 — Villeurbanne CEDEX 69622 - Villeurbanne CEDEX
Td : 04.72.43.11.75 Td : 04.72.43.11.75
Fax : 04.72.43.11.76 Fax : 04.72.43.11.76
e-mal : augros@cismsun.univ-lyonL.fr e-mall : moreno@cismsun.univ-lyonl.fr
Le 8 février 1999

Résumé:

La vaeur d'une option négociable est une fonction convexe du prix de I'actif risqué sous-
jacent. Les méthodes par arbre de prix interpolés permettent de transcrire la convexité du prix des
options en fonction de la vaeur du prix de l'actif sous-jacent. Ces approches correspondent en fait a
des méthodes traditionnelles. Sous certaines conditions, les options abarriére et les options rainbow
peuvent auss étre évaluées salon ces approches.

Abstract :

One can show that the price of an option is a convex function of the underlying. Using this
principle, we rey an interpolating gpproach to more classcad method in the pricing of option. Then
we extend the method to the problem of barrier and multi-asset options.
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Evaluation des options négociables
par |'interpolation des arbres de prix

Une option bermuda d’ achat (resp. vente) sur action - call (resp. put) - donnele droit ason
détenteur d’ acheter (resp. vendre) une action sous-jacente, aune date, parmi plusieurs possibles, et
pour un prix d exercice donné, fixés lors de la création du contrat. Lorsque ce droit ne peut ére
exerceé qual'échéance, I’ option est qualifiée d’ européenne. Lorsgue le contrat peut étre exerceé atout
ingant durant sa durée de vie, I'option et dite américaine. Bien que ces deux types d'option
gppartiennent a la classe des options bermuda (le terme mid-Atlantique est parfois utilisd), il ext
d usage de réserver @&tte gppellation aux options dont les posshbilités d exercice sont limitées a
quelques dates, ¢’ est adire aux options qui he sont ni européennes, ni américaines.

En I'dosence de coltt de transaction, I'exercice d'un cdl revient arecevoir un flux —ou
payoff — égal aladifférence entre le prix de I’ action al’ingtant consdéré, S*, et le prix d’ exercice K.
Pour une date d exercice autorisée, le déenteur du droit, supposé rationnel’, peut ne pas avoir
intérét aexercer son contrat. Aingd, lorsque S* < K, le contrat s &eint ; il N’ engendre aucun payoff.
Lors de I’exercice du contrat, la fonction g des flux possbles, définie sur la demi-droite R, est
égde a (S* —K). Sous les mémes hypothéses, la fonction g, des flux possibles d'un put est égale &
(K —-S*).

La formule d évauation de Black et Scholes (BS - 1973) concerne principadement les
options européennes. Dés lors que les possibilités d’ exercice de I’ option sont éendues, cette formule
ou ses extensgons ne sont généralement plus applicables @ le recours aux méthodes numériques
discrétes devient nécessaire. Boyle (1973) a éé le premier arecourir aune méthode de smulations
de Monte Carlo pour évaluer une option européenne. Cette approche devait étre éendue plus tard,
par Barraquand et Martineau (1995), al’ évauation des options intégrant une possibilité d' exercice
anticipé. Par alleurs, dés 1979, Cox, Ross e Rubingein (CRR) ont développé une méhode par
arborescence permettant d’ évaluer de nombreux types d’ option, et notamment celles pouvant ére
exercées par anticipation. Schwartz (1977) a éé, pour sa part, I'initiateur des méthodes de
résolution numérique de I'équation aux dérivées partidles (EDP) régissant la vaeur d'un actif
contingent. Ces méthodes sont appréciables pour leur capacité aintégrer des dividendes cash et a
fournir les principaux paramétres nécessaires ala gestion de ces actifs. En 1993, Hull e White
devaient, enfin, &ablir le lien entre les méhodes reposant sur un arbre trinomid et la méhode de
résolution d'une I’E.D.P. al’ aide d'un schémaexplicite.

Cet article a pour objectif de montrer que, sous certaines hypotheses, une option peut étre
facilement évaluée al’ aide d'une smple interpolation. Le principe de la méhode proposée repose a
la fois sur le cdeul de I'espérance de la vaeur de I'option et sur la possibilité de représenter
locdement |a fonction convexe du prix de I'option en fonction du prix du sous-jacent par une courbe
(option sur une action), ou par une surface (option sur plusieurs actions).

L’article et organisé de la maniere suivante : dans un premier temps, le lien entre le modde
binomid classque et I'interpolation linéaire est éabli. Dans un second temps, le modée trinomid est
rattaché a une interpolation parabolique. Le principe de I'interpolation est ensuite éendu au cadre
des options exotiques a bariere et a cdui des options reposant sur pluseurs actifs risqués a
rendements indépendants. Pluseurs résultats numériques sont enfin proposés pour illugtrer la
convergence de laméthode.



|. LE MODELE BINOMIAL

La méhode d'évauation proposée repose sur I'hypothese que la valeur d une option est
locdement assimilable a une fonction linéaire de la vaeur du sous-jacent. La particularité de la
méthode est que le calcul des probabilités de transition n'est pas nécessaire. Par la suite |'approche
par interpolation est reliée al’ une des gpproches binomiales classques.

A. Les hypotheses du modéle

Soit aévaluer une option sur une action cotée S. Les hypotheses du modéle sont les suivantes :
H1: Lemarchéest supposé complet et sansfriction;
H2 : L'intervdle de gestion [0; t] est décomposé en N périodes de longueur identique égale a Dt.
Les transactions ne peuvent avoir lieu ingtantanément qu'aux dates : t; = iDt ; avec i=0, .,n;
H3: Letaux d'intérét continu sansrisquer, exprimeé en base annuelle, est supposé congtant ;
H4 :  En temps continu, le processus de diffusion de I'actif risqué est décrit par I'E.D.S. suivante :
dS, =S ndt + Ssdw,
ou:
S: désigne le prix de l'action al'indant t,
m la dérive du processus suivi par I'action,
s, lavolatilité du rendement de I'action,
W, un brownien standard ;
H5: En temps discret, le prix de I’ actif évolue, au cours de chaque période, selon deux tendances,
ala hausse, auquel casil est multiplié par le coefficient ue’™ , ou ala baisse, auquel casil est
muiltiplié par le coefficient de'™® , avecu = '™ etd = %

L’évolution binomiae du prix spot de I actif sous-jacent peut alors étre représentée au cours
de la premiere péiode par le schéma suivant :

SoerDeSJEt :SJ
S
SoerDte—sJE:Sd
Nous notons :
F=%%,8=5 [efD“S”] “FuetS=S e"“ﬁ] =Fd

Le prix d'exercice et lamaturité de I'option sont respectivement notésK et t.

B. Evaluation de I'option

A présent, il est suppose que la fonction du prix de l'option peut ére locadement identifiée a
une fonction linéaire de la vaeur du sous-jacent. Le principe de I'interpolation et illustré dans le
cadre d’'un call européen. Soient G, et Cy, lesvaeursdu call dans|'arbre pour un ncad pere C et un
instant donnés correspondant respectivement ala vaeur de l'action S, et S;. Par ces deux poaints, il
ne peut passer qu'une seule droite notéef.
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L’ hypothése rédisée ci-dessus permet de retenir comme vaeur de I’ option au naad pére la
vaeur actudisée de la droite au point S.

1. Estimation des coefficients de la droite
Soient aet b deux réds. L’ éguation de ladroite f peut sécrire souslaforme::
f(S)=aS+b

Par hypothése, la droite f passe par les deux points (S ; Cy) €t (S, ; C.). Les coefficientsa
et b sont obtenus aprés résolution du systéme suivant :

Cd:aFd+b
C.=aFR,+b

Afin de amplifier les écritures, le changement de varigbles suivant est introduit :
a=a F b=b

Larésolution du systeme conduit a:

a'= Cu- Cd
u-d
b'=C,-ad

2. Evaluation de I'option
L 'écriture formelle de I hypothéese d'interpol ation et :
C=Ele™f(S.0)lS] ®

f é&ant une droite, sa dérivée seconde aing que ses suivantes sont nulles. Le développement
de Taylor def est donc :

F(Sio) = () +(Sa - 9)1(S)
Et un smple calcul conduit a:

f(s)==5+b' f'(s)=

S erD

t



En conséguence, le calcul de I'espérance est possible sans connditre les probabilités de
trangtion. Il vient :

E[e‘rth +Dt)|S]

“Elf(s)+(Su0 - S)F(S)S]

+E[a+n-ala]f' (s)}

a

" {tls
=e™ i@ o 0" +g%e’“ a %

=e’'

., leea .
= (B S e ) S
1ee [}
Et donc,

Ele ™ f(S.0)|S] =™ (a+b) @

La dérivée partidle du prix de 'option par rapport au sous-jacent, d, et une donnée
nécessaire aune bonne gestion du titre. La pente de la droite, a, correspond ala dérivée de f par
rapport au sous-jacent. Elle pourra donc servir destimateur pour le d de l'option.

C. Le modele binomial classique adapté

A présent, nous introduisons un modele binomia équivaent aceui de CRR (1979) dont la
preuve de la convergence mathématique est proposée en annexe A. En reprenant les hypothéses H1
aH>5 et en condtituant un portefeuille d' arbitrage, on peut déduire la probabilité g de hausse de I’ actif
1-d
u-d-

L’ absence d’ opportunité d’ arbitrage permet d’ obtenir lavaleur du call au ncad pére:

C=e™(qC, +(1- a)c,) ©)

risqué dans |’ univers risque neutre; q =

D. Comparaison des deux modeles binomiaux

Etant donné que les deux modées engendrent les mémes éats de la nature possibles pour la
vaeur du sous-jacent, les mémes fonctions de payoff sont rédisées. En conségquence, il suffit de
consdérer un naad quelconque de I'arbre et de comparer la différence entre les deux vaeurs du
noad pere. Pour cette raison, cette différence et éablie sous I'hypothése d'un univers
monopériodigue.

On indice par B la vdeur du naad pere due au modée binomia adapté et par L celle du
modée par interpolation linéaire. La différence capitaisée des équations (2) et (3) s écrit :

e™ (CB B CL) =qC, + (1' q)Cd B (a'+bl)

—qC, +(1- q)c, - B S hg, g S SO
eu-d u-d g
1- d 1- d

=qC +(1- q)C C, - f*i 9c

qu ( q)d u- d u- dﬂ

=0



Numériquement, aucune différence n’exigte entre les deux moddes. Les modees binomid
adapté et par interpolation linéaire sont équivaents.

II. LE MODELE TRINOMIAL

La méhode par interpolation est éendue au cas dun arbre trinomid. Cette fois, on postule
que locadement, la fonction du prix de I'option peut étre apprénendée par une parabole. Comme
précédemment, la méthode est reliée acdle utilisant un arbre trinomid classique.

Les hypothéses H1 aH4 sont reprises. L hypothése H5, adaptée au modé e trinomid, est
reformulée comme st :
H5' : Au cours de chague période, le prix spot de I’ actif évolue selon trois tendances, ala hausse,

auque cas il est multiplié par le coefficient ue™ | ala baisse, auquel casil est multiplié par le
coefficient de'™ ou bienil e multiplié par €™ .

A. Schéma d’évolution du prix du sous-jacent
L’évolution trinomide de I'actif sous-jacent peut étre représentée au cours de la premiere
période par le schéma suivant :

erDt+Is~/3

/ S =S
So » S, e =5,
\ Sor[erDt-mJE] =S,

Avec:

1 . L. R
u=€'™ d= = | unréd supérieur® al
u

S_‘: S’ gel’ﬂﬂs‘\/ﬁg :F-U,Sm: S' erD :FetSd: s’ ger[l-|$ﬁg :Fd

B. L'induction arriere

Cette fois, il est supposé que la fonction du prix de I'option peut ére locaement identifiée a
une fonction parabolique de la vaeur du sous-jacent. Le principe de I’interpolation et illugtré dansle
cadre d’'un call européen. Soient G, C,, et Cy, les vaeurs du cdl dans I'arbre pour un ncad pére et
un ingant donnés correspondant respectivement ala valeur de l'action S, S et S Par ces trois
points, il ne peut passer qu'une seule parabole notéef.

parakbole f

\




L’ hypothése rédisée ci-dessus permet de retenir comme vaeur de I’ option au naad pére la
vaeur actudisée de laparabole au point S.

1. Estimation des coefficients de la parabole

Soient a,b et c trois rédls. L'équation de laparabole f et delaforme:
f(S)=aS?+bS+c
L es coefficients de cette parabole sont obtenus gpres résolution du systéme suivant :
Ci=aF£+bFs+cC
Ch=aR+bF+c
Cuo=aFR2+bF,+cC
Afin defaciliter les cdculs, le changement de variables suivant est introduit :

a=a F2 b=b" F c=c
Larésolution du systeme conduit a:
4= Ca+dG,- (d+1)cy g Cu-aluP-1)- Gy ¢=C,-a-b
dz-d+u-1 up-1

f éant une parabole, la dérivée troiseme and que ses suivates sont nulles. Le
développement de Taylor def est :

1 2
(Suo) = 1(8) +(Sue - 8)F(8) +5(Sue - 8)7171(8)
Et un |éger caeul condit a:
. | ] “ |
)=gargae M@ g )= g

Le cacul de l'espérance est maintenant possible, il vient :
c= Ee™f(.0)lS)

cer e+ (5 81 5]+ 25 8 (8)s

B 1 . 0
=e ™ if(s )+ ElSuo - SIS 11 (8)+= SEl(Sear- sPs)r (s)g
' o
| +C~+ e
o 1‘36“" Zs[ sk s 8%
=€ L y
I €110 ormeszm 2Dt 2] 28 U I
:|:+t;:-—(Se - 25€ +$)—u i
T §2 SZleD g b
— - |$ a b o] : rDt 2d U dJ el 2r|1+52|:1 rox 2a l‘};l
—€ %8e2rDt +er_Dt+C;_§e -1 2rDt rDt% 32( - 2¢e +lleDt%
Soit, C=e ™ {ge™™ +pc| @)

Ici, les coefficients a e b caculés en de nombreux points de l'arbre pourront servir
destimateur respectivement aux sensbilités d et g (dérivée partielle et seconde du prix de I'option
par rapport au prix du sous-jacent).



C. Le modele trinomial classique adapté

Le choix d'une représentation trinomide de I'évolution du prix de I'actif risqué sous-jacent
est di aBoyle (1986). Ce modéle est ici adapté ala forme de la diffuson du prix spot de I’ actif
risqué retenue précedemment. La convergence de |’ gpproche est facilement démontrée al'aide du
théoreme centra limite de Lindeberg (Cf Annexe B).

Le systeme de probabilité régissant la dynamique du prix de I'actif risqué dans I’ univers
risque neutre et :
Respect del'espérance: pp Fu+p F+ps Fd=F;
Respect du moment dordre2: p, PR+ p, R+ ps R R =R & ;
Somme des probahilités égae al.
Larésolution du systéme conduit a:

eS Dt _ 1
PL=1p2ps P =l-plrd) e p =
Lavaeur du cal au naad péere C est obtenue par I’ actualisation des flux espérés :

C=e"™(pC, +p,C, +p,Cy) 5)

D. Comparaison des deux modeles trinomiaux

Cette fois encore, éant donné que les deux mode es engendrent les mémes vaeurs du sous-
jacent dans les différents états de la nature possibles, il suffit de se placer aun naad quelconque de
I'arbre et de comparer la différence entre les deux vaeurs du naad pere. Afin de amplifier le
probleme, il est amilaire de consdérer un modele monopériodique et d estimer I'écart capitalise
entre les équations (4) et (5).

Lavaeur du prix du cal au naad pere du modéle trinomia classique est repérée par I'indice
T et celui du modde parabolique par P.

e™ (CT - CP) = plcu + pzcm + p3Cd - (aleS ot bl+cl)
= p.C,+ P,Co+ G, - e ™ - 1)+C, )

ev-1 o de™-1)

) (eSZDt- 1)(d +1)u
d2-d+u-1 "d2-d+u-1

é
C.d-
8

Le condat et le méme que pour le modele binomid : les deux modées trinomiaux sont
équivaents.

[II.LEXTENSION AUX OPTIONS EXOTIQUES

La méhode par interpolation proposée ne nécessite pas le calcul des probabilités. Les liens
éablis avec les méthodes par arbre classques révele I'intérét de cette méthode. A présent, le
procédé et éendu aux options abarriére puis aux options aplusieurs actifs risqués dont la matrice
des variances - covariances des rendements est diagonale.



A. Option abarriéere

Comme le soulignent Boyle et Lau (1994), une utilisation "nai’ ve' du modée binomid de
CRR peut conduire a dimportantes erreurs dans |’ évaluation des options a barriere. En 1995,
Ritchken puis Cheuk et Vorst ont proposé de mettre a profit la souplesse du modée trinomia de
Boyle pour apporter une solution al’évauation de ces options. Leurs méthodes consgtent afare
coi ncider I'un des niveaux de prix de I'actif risqué avec la vaeur de la barriere. L'arbre d'évolution
aing condruit permet de respecter la distribution mathématique du prix de I'option.

L 'approche par interpolation binomiae® peut ére utilement adaptée al’ éval uation des options
abarriere. La fonction du prix de I'option par rapport au prix de I'actif risqué n'est plus forcément
convexe comme le montre le graphique ci-dessous dans le cas d'un call de type up & out. Elle peut
toutefois étre gpprochée locaement par une fonction linéaire.

Prix dun cdl up & out
en fonction du prix de I'action

1
0.75
0.5
0.25
O T T T T T

50 60 70 80 90 100 110

Prix del'action

avec:K=90:r=5%:t=1an;s =25%  Bariere=110.

Afin dillugtrer o modification nécessaire ace type d’ évauation, un univers monopériodique
est considéré. Le casd un call down and out et retenu pour |a présentation de laméthode.

Le graphique suivant montre qu'une utilisation "nai ve' de la méthode par interpolation peut
fortement biaiser le prix de I'option. A l'instar du modée de CRR, I'hypothese dinterpolation linéaire
appliquée al'évduation d'une option abarriere engendre une surestimation du prix del'option. En fait,
au voisnage de la barriére, le prix de loption ne devrait pas étre estimé par une smple fonction
linéaire f comme précédemment. Une fonction continue linéaire par morceaux f ' semble plus
appropriée.

C M

Ty -




Ou lavaeur delabarriére est notée B et le rebate R.

I suffit de remplacer lafonction f par lafonction f ' que I'on calcule aisément selon le procédé
dgautilisé pour les arbres binomid et trinomid. Soient aet b deux réds. f ' est delaforme: f '(S) =
aS+bs SBetf'(S =Rs SEB.

Seule la demi-droite S>B et intéressante. Un rapide cacul permet d'obtenir lesvadeursde a

etdeb: a= R- C, et b=R- aB.

u

A l'aide dun développement de Taylor al'ordre 1 et par actudisation de la vaeur de la
fonctionf ' du cal down & out, il vient :
C =e "™{aF +b} (6)
La mise en aavre du modde multipériodique implique la conjugaison de I'gpproche linéaire
primaire lorsque, pour un schéma binomid donné, le prix de I'actif ne franchit pas la bariere, et
I'adaptation proposée, lorsque le prix de l'actif franchit labarriére. Il peut ére montrée que localement
la volatilité du rendement du prix de I'actif, résultant de cette interpolation, n'est plus dors en
adéquation avec la voldilité du rendement en continu. En annexe C, un exemple dévolution des
arbres de prix de I'actif sous-jacent et du call est développé.

B. Option dépendant de plusieurs actifs risqués

L"approche par interpolation peut étre éendue au cas d'une option aplusieurs actifs risqués
dont les rendements sont indépendants. Toutefois, |e principe de laméhode est présenté dans le cas
d une option ne reposant que sur deux actifs.
Les hypotheses H1 aH3 sont reprises.

Dans l'univers risque neutre, les processus de diffusion des actifs S et T sont respectivement
les suivants:

dS=Sdt + Ss ;dW,
dT =Trdt +Ts . dV,
Ou:
S (resp. Ty) est le prix del'action 1 (resp. 2) al'ingtant t ;
Ss (resp. st)est lavolatilité du rendement del'action 1 (resp. 2) ;
W, (resp. V;) est un brownien standard propre al'action 1 (resp. 2) ; dW, dV; = 0.

L’évolution du prix des actifs risqués et représentée par des processus binomiaux
orthogonaux identiques acelui du modele binomid linéaire. En conséquence, I’ évolution du prix de
I'option peut étre représentée par un arbre quadrinomid.

SR

1
On note: Ug e u, =™ =4
T

-1
dS



Les vaeurs correspondantes de I’ option sont :

R oc,, 0¢,,
ationT ,,./'/-
. '(j Cud e O Cdj
‘.,, ( I .v.m“._”,,_---
aE Baisse
O ationS
C

Tandis que dans les cas précédents, une courbe suffisait pour apprénender le prix de
I'option, une surface et ici nécessaire’. |l est possible de choisir une surface f ayant laforme suivante

f(S,T)=aST +bS+cT +d

Le cdcul du prix de I'option seffectue par ceui de I'espérance de la fonction f actuaisée.
Aprescdcul, il vient (Cf annexeD) :

€= E[e'”:l f (St+Dt !Tt+Dt )|S(!-|-t] = e-rDtge%g - erill- (erDt ) 1)22_'_ b‘+C'+d'§ @)

Ou les coefficientsa, b', ¢’ et d' sont donnés par :

SRR RS Tl L b=—2L_{C, - C,,- a(duwy, - uu
(o~ d - 0.) g (Cou™ G (st - )

':M_ ! d'=C - au.u. -bu.-cu

: (dT-uT) 2 . ST S T

V. APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans cette derniére section, les méthodes d’ évaluation proposées sont mises en aavre. La
convergence numerique des approches linéaires et paraboliques et illustrée dans e cas d'une option
européenne. Puis, la convergence numérique des extensions de la méthode par interpolation aux cas
des options abarriére et acelui des options adeux actifs risqués et enuite véifiée al'aide de deux
cdl.

Donnéesinitiales:
Cal;S=100;K=100:5:25%:r:5%:t:1an;| =3*
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Convergence des prix du call obtenus par les modéles
interpolés vers le prix BS

12.5 T5—
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10 30 50 70 90

Nombre de périodes

Prix du call

----- modeéle linéaire

modeéle parabolique BS |

Dans ce premier graphique, les oscillaions typiques des moddes binomiaux e la
convergence plus lissée des moddes trinomiaux est retouveée. Les erreurs reatives des deux
approches sont comparables acelles obtenues par les moddes originaux de CRR et de Boyle.

Donnéesinitiales:
Cdldowné& out;S=K=100;s=20%;B=90;r=5%;t=1an;R=0.

Prix du call down & out en fonction
du modeéele linéaire adapté

AAAAA.
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A 4 Vvvvv vvv

Prix du cal
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50 70 90 110 130 150

Nombre de périodes

|—Linéaire interpolé @S )\lerton |

Le biais locd introduit sur la volatilité du rendement de I'actif risqué n'a quune trés faible
incidence sur la valeur de I'option. En revanche, le gain résultant de I'adaptation de la méthode aux
options abarriére est considérable par rgpport aux modées binomiaux classques. Dans I'exemple
traité, I'erreur rlative est inférieure 20,5 % pour un nombre de périodes supérieurs 2100 tandis que
pour le modéle de CRR des pics derreurs relatives supérieurs a 10 % sont obtenus, |’ erreur
moyenne éant environ dix fois supérieure acdle atteinte avec le mode e interpol &,

Donnéesinitiales:
Cdll rainbow sur 2 actifs; S: 100;s5:25%;T:95;57:30%;K=100;r:5%;t=1an
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Convergence du prix du modéle quadrinomial interpolé vers le prix de
Stulz
20.7
20.65 i\A
g 200 VVV\A—\,.N\AA
o 2055 '/\'A'/\'A'AVAVAVAVAAAAAAAAAA AAAAANAAAAN AN AN 22
20.5 an
20.45 . . . . . . . . .
10 30 50 70 90
Nombre de périodes
|—Arbre Interpolé *™*Stulz |

L'exemple sur un cal 2-color rainbow montre bien que localement la fonction du prix du cal
peut étre approchée par une suface de laforme f (S,T) =aST +bS+cT +d. D'autres tests ont

été rédisés avec des arbres hexanomia et nonomia permettant de mieux prendre en compte la
convexité de la fonction par l'intermédiaire de termes en &, T2... Magreé la diminution de I'erreur
relative commise, les temps de caculs ne justifient pas d'aourdir I'approche.

Conclusion :

Comme nous I’ avons démontré, les approches par arbre de prix interpolés correspondent a
des méthodes traditionnelles. Ces méthodes permettent de transcrire la convexité du prix des options
en fonction de la valeur du prix de I'actif sous-jacent. Sous certaines conditions, |es options abarriere
et les options contingentes aplusieurs actifs risqués peuvent étre évaluées par cette approche. Une
extenson immédiate aux options abarriere outside aurait pu étre proposée. Toutefois, cette méthode
ne peut ére gppliquée quavec une extréme précaution. Les liens éablis avec les approches
traditionnelles prouvent que les coefficients multiplicatifs de hausse et de baisse du prix de I'actif
risqué n'ont pas &é arbitrarement choids. Ils correspondent aux coefficients qui assurent la
convergence mathématique du prix de I'option.

ANNEXES
Annexe A : Convergence du modée binomia classique adapté

La preuve de la convergence du modéle binomia adapté peut étre obtenue de la méme
maniére que pour le modée binomiad smple. La preuve apportée ici n'est donc que partielle et a pour
but de montrer que le modéle adapté vérifie les contraintes suffisantes des théorémes mis en cavre par
CRR pour demontrer la convergence en loi du modéle vers celui de BS.

Soit S* une vaeur de I'actif risqué au bout de n périodes.
A l'ingtar du modéle de CRR, il est aisé de vérifier que le modé e adapté vérifie :

A * 4] @ 2 ¥ A * A A e
Egoggs—%l: &Iog‘?—lgﬂogdgn: fm Vargogéa&;%:q(l- q)gogg;ai%J n=s°’n
6 eSai é edg 0 € eSa ¢ eda
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Ou q désigne la probabilité de hausse de I’ actif risqué dans I’ univers risque neutre.
Pour que la convergence soit assurée, il est nécessaire que :
Z .. N U
gqlogg%gﬂogdgn ® my
e €@ u y lorsquen ® ¥,
al ou i
q(1- q)éogg—m n® st
é edg b

A l'aide de dével oppements limités, on vérifie que les parametres :

u=etre' d =@V q:%- %S\/E
permettent d'obtenir pour tout n :
z 2 N
im=nt et s ’n=s Zgl- is—ﬂt
€ 4nyg

Et par conséguent, lorsquen ® ¥, im =m et S °n=s ’t. Remarquons toutefois que le nombre
de périodes de discrétisation de l'intervale de gestion doit ére suffisasmment grand pour assurer
I'existence de la probabilité q (g doit étre strictement comprise entre O et 1).

De |3 on peut appliquer le théoréme central limite qui permet d'assurer la convergence suivante lorsque
n® ¥ :

%]
Par alleurs, lorsquen ® ¥, il est facile de vérifier que la probabilité g vaut 1/2 et donc aucun
phénomeéne d'absorption n'en résulte.
Enfin, les autres résultats nécessaires ala démonstration de la convergence dépendent spécifiquement

du rapport % du modéle de CRR. Or celui-ci est égal au rapport % du modéle adapté.

L'ensemble de ces résultats permettent d'assurer la convergence de I'approche vers le modéle
de Black et Scholes comme I'ont montrée CRR.

Annexe B : Convergence du modée trinomia adapté

Ce théoreme a notamment été utilisé par Tian (1993) dans le cadre de modées binomid et
trinomia d'évaluation d'actif optionnel. Nous en reprenons la présentation.
Les conditions du théoréme central limite de Lindeberg, appliquées aun modele trinomial, sont :
Les probabilités p, p et p; aopatiennent al'intervalle ouvert ] 0; 1] et ne convergent pas vers ces
bords;
La somme des probabilités vaut 1 ;
Les coefficients multiplicatifs u, m et d de hausse, de tendance moyenne et de baisse sont
indépendants du niveau du prix de I'actif ;
La moyenne de la distribution trinomiae est égale ala moyenne de la distribution lognormale ;
Lavariance de la distribution trinomiae est égale ala variance de la distribution lognormale.

Mathématiquement, ces hypothéses peuvent étre restreintes aux conditions :
p,*+p,+p,=1,0<p,p,,p, <1
p,u+ p,m+p.d=M
p,W +p,m?+pd2=M2V
oll u, m et d sont des constantes et, M =e™ et V =e* ™.
L'application directe de ce théoréme assure |a convergence de |'approche trinomia e adaptée.
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Annexe C : Application numérique du modde binomid au cas dun cal down & out

Le modéle linéaire est ici appliqué au cas dun call down & out avec les données initides

suivantes :

S=K=100;s=20%;B=90;r=5%;t =1an; R=0; Nombre de périodes: 7.

Arbre d'évolution du prix de I'actif risqué

178.45
164.28
151.24 153.41
139.23 141.23
128.17, 130.02 131.89
117.99 119.69 121.41
108.63 110.19 111.77 113.38
100 101.44 102.90 104.38
93.38 94.73 96.09 97.47
87.21 88.46 89.73
81.44 82.61 83.80
76.05 77.14
71.02 72.04
66.32
61.93
Arbre d'évolution du prix du cdl down & out
78.45
64.99
52.66 53.41
41.35 41.94
31.17 31.44 31.89
22.51 22.16 22.13
15.29 14.79 13.86 13.38
8.90 8.82 8.16 6.39
3.10 3.40 2.99 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00
0.00
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Annexe D : Cacul del'espérance de I'option dépendant de deux actifs

Lafonctionf :
f(S,T)=aST +bS+cT +d

L'hypothese dinterpolation permet d'évaluer les coefficients a, b, ¢ et d par l'intermédiaire du
systéme suivant :
C,, =aSte””ugu, +bSe™u, +cTe™u, +d
C,, = asSte™d.u, +b¥™d, +cTe™u, +d
C, =asSTe’™u.d, +bS™ug +cTe™d, +d
C,, =asre’™d.d, +bSe™d, +cTe™d, +d

Afin de smplifier les équations, le changement de variable suivant est introduit :
a'= aSTe”™, b'=bSe™, c'=cTe™ et d'=d

Larésolution du systéme aboutit aux valeursa, b’, ¢’ et d suivantes:

=S G - Ca* Cug b=— T fc -c -aldu - uu
(UT-dT)(uS-dS) ds'us{ du uu ( sYr ST)}
' ﬁ au d':Cuu_a'uSuT_b'us_C'uT

“l )

Toutes les dérivées de degré 3 de la fonction f sont nulles. De ce fait, a l'ade du
développement de Taylor, il vient :

f(St+Dt’Tt+Dt) aSt+Dt t+Dt +bSt+IZI +CTt+Dt +d
= f(St’Tt) (S+D - S) (St t+Dt) ( t+Dt Tt)fT(Sl+Dt’Tt)

1 1
+E(SI+DI - St) f (St’-rt+D) 2(Tt+Dt - Tt)z 1E1'r (S+Dt’Tt)+(S+D - S[)(THDI - Tt)fST(St’Tt)
Un rapide calcul conduit a:

a b' c' , a'
f (St ’Tt) = ezmt + erDt + erg + d ST (S t+Dt) @
a' b'
(St t+|1) Sez;u + SterDt (St t+[1)
a' c'
fT(SHDn-rt):W““.R? frr(Suors T,) =0

Laremontée de I’ arbre s effectue par le calcul de I'espérance de la fonction f actualisée.

(S T ST
o néa b' c U a b' o n\ed c 9
=e™ gezmt + et + et +d H+(1_ e’ eleDt +er_DtB+ (1_ € ru)gw-kﬁg
al
+(1_ erD )(erDt _ :I-)W
=e™ gd +e2 +b'+c- ?BH (1 e’D‘)(erDt - 1)(32%
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rDt

=g a=2 e - 1% prcrd
R

! Un agent économique est supposé rationnel lorsqu'’il préfére posséder plus que posséder moins.

% Le premier modée trinomial d'évaluation d'une option est dii aBoyle en 1986. Le paramétre | introduit par Boyle
doit étre ajusté de sorte ace que les trois probabilités de transition du prix de I'actif au sein de I'arbre soient
cohérentes. Une premiére condition étant| > 1.

% L'évaluation des options abarriére selon le modéle trinomial peut présenter une difficulté qui peut étre résolue
selon différents procédés, notamment en ayant recours |ocalement aune interpolation linéaire.

* Selon le type d'option dépendant de plusieurs actifs considéré, le prix de 'option n'est pas convexe par rapport &
chacun des actifs.
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