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Résumé : 
 

La valeur d'une option négociable est une fonction convexe du prix de l'actif risqué sous-
jacent. Les méthodes par arbre de prix interpolés permettent de transcrire la convexité du prix des 
options en fonction de la valeur du prix de l'actif sous-jacent. Ces approches correspondent en fait à 
des méthodes traditionnelles. Sous certaines conditions, les options à barrière et les options rainbow 
peuvent aussi être évaluées selon ces approches. 
 
Abstract : 
 

One can show that the price of an option is a convex function of the underlying. Using this 
principle, we rely an interpolating approach to more classical method in the pricing of option. Then 
we extend the method to the problem of barrier and multi-asset options. 
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Evaluation des options négociables 
par l'interpolation des arbres de prix 

 
 
 
Une option bermuda d’achat (resp. vente) sur action - call (resp. put) - donne le droit à son 

détenteur d’acheter (resp. vendre) une action sous-jacente, à une date, parmi plusieurs possibles, et 
pour un prix d’exercice donné, fixés lors de la création du contrat. Lorsque ce droit ne peut être 
exercé qu'à l'échéance, l’option est qualifiée d’européenne. Lorsque le contrat peut être exercé à tout 
instant durant sa durée de vie, l’option est dite américaine. Bien que ces deux types d'option 
appartiennent à la classe des options bermuda (le terme mid-Atlantique est parfois utilisé), il est 
d’usage de réserver cette appellation aux options dont les possibilités d’exercice sont limitées à 
quelques dates, c’est à dire aux options qui ne sont ni européennes, ni américaines. 

En l’absence de coût de transaction, l’exercice d’un call revient à recevoir un flux – ou 
payoff – égal à la différence entre le prix de l’action à l’instant considéré, S*, et le prix d’exercice K. 
Pour une date d’exercice autorisée, le détenteur du droit, supposé rationnel1, peut ne pas avoir 
intérêt à exercer son contrat. Ainsi, lorsque S* < K, le contrat s’éteint ; il n’engendre aucun payoff. 
Lors de l’exercice du contrat, la fonction gcall des flux possibles, définie sur la demi-droite IR+, est 
égale à  (S* – K). Sous les mêmes hypothèses, la fonction gput des flux possibles d'un put est égale à 
(K – S*). 

La formule d’évaluation de Black et Scholes (BS - 1973) concerne principalement les 
options européennes. Dès lors que les possibilités d’exercice de l’option sont étendues, cette formule 
ou ses extensions ne sont généralement plus applicables et le recours aux méthodes numériques 
discrètes devient nécessaire. Boyle (1973) a été le premier à recourir à une méthode de simulations 
de Monte Carlo pour évaluer une option européenne. Cette approche devait être étendue plus tard, 
par Barraquand et Martineau (1995), à l’évaluation des options intégrant une possibilité d’exercice 
anticipé. Par ailleurs, dès 1979, Cox, Ross et Rubinstein (CRR) ont développé une méthode par 
arborescence permettant d’évaluer de nombreux types d’option, et notamment celles pouvant être 
exercées par anticipation. Schwartz (1977) a été, pour sa part, l’initiateur des méthodes de 
résolution numérique de l’équation aux dérivées partielles (EDP) régissant la valeur d’un actif 
contingent. Ces méthodes sont appréciables pour leur capacité à intégrer des dividendes cash et à 
fournir les principaux paramètres nécessaires à la gestion de ces actifs. En 1993, Hull et White 
devaient, enfin, établir le lien entre les méthodes reposant sur un arbre trinomial et la méthode de 
résolution d’une l’E.D.P. à l’aide d’un schéma explicite. 

Cet article a pour objectif de montrer que, sous certaines hypothèses, une option peut être 
facilement évaluée à l’aide d’une simple interpolation. Le principe de la méthode proposée repose à 
la fois sur le calcul de l’espérance de la valeur de l’option et sur la possibilité de représenter 
localement la fonction convexe du prix de l'option en fonction du prix du sous-jacent par une courbe 
(option sur une action), ou par une surface (option sur plusieurs actions).  

L’article est organisé de la manière suivante : dans un premier temps, le lien entre le modèle 
binomial classique et l’interpolation linéaire est établi. Dans un second temps, le modèle trinomial est 
rattaché à une interpolation parabolique. Le principe de l’interpolation est ensuite étendu au cadre 
des options exotiques à barrière et à celui des options reposant sur plusieurs actifs risqués à 
rendements indépendants. Plusieurs résultats numériques sont enfin proposés pour illustrer la 
convergence de la méthode. 
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I. LE MODELE BINOMIAL 

La méthode d'évaluation proposée repose sur l'hypothèse que la valeur d’une option est 
localement assimilable à une fonction linéaire de la valeur du sous-jacent. La particularité de la 
méthode est que le calcul des probabilités de transition n'est pas nécessaire. Par la suite l'approche 
par interpolation est reliée à l’une des approches binomiales classiques. 

 

A. Les hypothèses du modèle 
Soit à évaluer une option sur une action cotée S. Les hypothèses du modèle sont les suivantes : 

H1 : Le marché est supposé complet et sans friction ; 
H2 : L'intervalle de gestion [0; τ] est décomposé en N périodes de longueur identique égale à ∆t. 

Les transactions ne peuvent avoir lieu instantanément qu'aux dates : ti = i∆t ; avec i=0,  .,n ; 
H3 : Le taux d’intérêt continu sans risque r, exprimé en base annuelle, est supposé constant ; 
H4 : En temps continu, le processus de diffusion de l'actif risqué est décrit par l'E.D.S. suivante : 

tttt dWSdtSdS σµ +=  

 où : 
• St désigne le prix de l'action à l'instant t, 
• µ, la dérive du processus suivi par l'action, 
• σ, la volatilité du rendement de l'action, 
• Wt, un brownien standard ; 

H5 : En temps discret, le prix de l’actif évolue, au cours de chaque période, selon deux tendances, 
à la hausse, auquel cas il est multiplié par le coefficient u tre ∆ , ou à la baisse, auquel cas il est 

multiplié par le coefficient d tre ∆ , avec u = te ∆σ  et d = 
u
1

. 

  
L’évolution binomiale du prix spot de l’actif sous-jacent peut alors être représentée au cours 

de la première période par le schéma suivant : 
 ttr eeS ∆∆ σ

0 =Su 

S0  
 ttr eeS ∆−∆ σ

0 =Sd 

 
Nous notons : 

trSeF ∆= , Su = [ ]ttreS ∆+∆× σ  = F.u et Sd = [ ]ttreS ∆−∆× σ  = F.d 

Le prix d'exercice et la maturité de l'option sont respectivement notés K et τ. 

B. Evaluation de l’option 
A présent, il est supposé que la fonction du prix de l'option peut être localement identifiée à 

une fonction linéaire de la valeur du sous-jacent. Le principe de l’interpolation est illustré dans le 
cadre d’un call européen. Soient Cu et Cd, les valeurs du call dans l'arbre pour un nœud père C et un 
instant donnés correspondant respectivement à la valeur de l'action Su et Sd. Par ces deux points, il 
ne peut passer qu'une seule droite notée f. 
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L’hypothèse réalisée ci-dessus permet de retenir comme valeur de l’option au nœud père la 

valeur actualisée de la droite au point S. 

1. Estimation des coefficients de la droite 

Soient a et b deux réels. L’équation de la droite f peut s'écrire sous la forme : 

 baSSf +=)(  

Par hypothèse, la droite f passe par les deux points (Sd ; Cd) et (Su ; Cu). Les coefficients a 
et b sont obtenus après résolution du système suivant : 

• Cd = a Fd + b 
• Cu = a Fu + b 

Afin de simplifier les écritures, le changement de variables suivant est introduit : 

a’ = Fa ×   b’ = b  
 
La résolution du système conduit à : 

 
du
CC

a du

−
−='  

 daCb d '.' −=  

2. Evaluation de l’option 

L'écriture formelle de l’hypothèse d’interpolation est : 

 C = ( )[ ]E e f S Sr t
t t t

−
+

∆
∆  (1) 

 
f étant une droite, sa dérivée seconde ainsi que ses suivantes sont nulles. Le développement 

de Taylor de f est donc : 

( ) ( ) ( ) ( )ttttttt SfSSSfSf '−+= ∆+∆+  

Et un simple calcul conduit à : 

( ) '
'

b
e
a

Sf
trt +=

∆
 ( )

tr
t

t eS
a

Sf
∆

= '
'  



 

 4

En conséquence, le calcul de l'espérance est possible sans connaître les probabilités de 
transition. Il vient : 

( )[ ]E e f S Sr t
t t t

−
+

∆
∆  

( ) ( ) ( )[ ]tttttt
tr SSfSSSfEe '−+×= ∆+

∆−  

( ) [ ] ( ){ }tttttt
tr SfSSSESfe '−+×= ∆+

∆−  

( )




















−+





 +×=

∆
∆

∆
∆−

tr
t

t
tr

ttr
tr

eS
a

SeSb
e
a

e
'

'
'

 

( )












 −+





 +×=

∆
∆

∆
∆−

tr
tr

tr
tr

e
a

eb
e
a

e
'

1'
'

 

Et donc, 

 ( )[ ]E e f S Sr t
t t t

−
+

∆
∆ ( )'' bae tr +×= ∆−  (2) 

 
La dérivée partielle du prix de l'option par rapport au sous-jacent, δ, est une donnée 

nécessaire à une bonne gestion du titre. La pente de la droite, a, correspond à la dérivée de f par 
rapport au sous-jacent. Elle pourra donc servir d'estimateur pour le δ de l'option. 
 

C. Le modèle binomial classique adapté 
A présent, nous introduisons un modèle binomial équivalent à celui de CRR (1979) dont la 

preuve de la convergence mathématique est proposée en annexe A. En reprenant les hypothèses H1 
à H5 et en constituant un portefeuille d’arbitrage, on peut déduire la probabilité q de hausse de l’actif 

risqué dans l’univers risque neutre: 
du
d1

q
−
−= . 

L’absence d’opportunité d’arbitrage permet d’obtenir la valeur du call au nœud père : 

 ( )( )du
tr Cq1qCeC −+= − ∆  (3) 

D. Comparaison des deux modèles binomiaux 
 Etant donné que les deux modèles engendrent les mêmes états de la nature possibles pour la 
valeur du sous-jacent, les mêmes fonctions de payoff sont réalisées. En conséquence, il suffit de 
considérer un nœud quelconque de l’arbre et de comparer la différence entre les deux valeurs du 
nœud père. Pour cette raison, cette différence est établie sous l’hypothèse d’un univers 
monopériodique. 
 On indice par B la valeur du nœud père due au modèle binomial adapté et par L celle du 
modèle par interpolation linéaire. La différence capitalisée des équations (2) et (3) s’écrit : 

( ) ( ) ( )''1 baCqqCCCe duLB
tr +−−+=−∆  

( ) 






−
−

−+
−
−

−−+=
du

CC
dC

du

CC
Cq1qC du

d
du

du  

( ) dudu C
du
d1

1C
du
d1

Cq1qC 






−
−−−

−
−−−+=  

0=  
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Numériquement, aucune différence n’existe entre les deux modèles. Les modèles binomial 
adapté et par interpolation linéaire sont équivalents. 

II. LE MODELE TRINOMIAL 

La méthode par interpolation est étendue au cas d'un arbre trinomial. Cette fois, on postule 
que localement, la fonction du prix de l'option peut être appréhendée par une parabole. Comme 
précédemment, la méthode est reliée à celle utilisant un arbre trinomial classique. 

 
Les hypothèses H1 à H4 sont reprises. L’hypothèse H5, adaptée au modèle trinomial, est 

reformulée comme suit : 
H5’ : Au cours de chaque période, le prix spot de l’actif évolue selon trois tendances, à la hausse, 

auquel cas il est multiplié par le coefficient u tre ∆ , à la baisse, auquel cas il est multiplié par le 
coefficient d tre ∆  ou bien il est multiplié par tre ∆ . 

A. Schéma d’évolution du prix du sous-jacent 
L’évolution trinomiale de l’actif sous-jacent peut être représentée au cours de la première 

période par le schéma suivant : 
 [ ]ttreS ∆+∆× λσ

0  = Su 

S0 
treS ∆×0  = Sm 

 [ ]ttreS ∆−∆× λσ
0  = Sd 

Avec : 

u = te ∆λσ , d = 
u
1

, λ  un réel supérieur2 à 1 

Su = 



× ∆+∆ ttreS λσ  = F.u, Sm = S er t× ∆  = F et Sd = 



× ∆−∆ ttreS λσ  = F.d 

 

B. L'induction arrière 
Cette fois, il est supposé que la fonction du prix de l'option peut être localement identifiée à 

une fonction parabolique de la valeur du sous-jacent. Le principe de l’interpolation est illustré dans le 
cadre d’un call européen. Soient Cu, Cm et Cd, les valeurs du call dans l'arbre pour un nœud père et 
un instant donnés correspondant respectivement à la valeur de l'action Su, S et Sd. Par ces trois 
points, il ne peut passer qu'une seule parabole notée f. 

 



 

 6

L’hypothèse réalisée ci-dessus permet de retenir comme valeur de l’option au nœud père la 
valeur actualisée de la parabole au point S. 

1. Estimation des coefficients de la parabole 

Soient a,b et c trois réels. L'équation de la parabole f est de la forme : 
f S aS bS c( ) ²= + +  

Les coefficients de cette parabole sont obtenus après résolution du système suivant : 
• Cd = a Fd² + b Fd + c 
• Cm = a F² + b F + c 
• Cu = a Fu² + b Fu + c 

Afin de faciliter les calculs, le changement de variables suivant est introduit : 
a' = a F× ²   b' = b F×   c' = c 

 
La résolution du système conduit à : 

( )
1ud²d

C1ddCC
'a mud

−+−
+−+=  ( )

1up
C1²up'aC

'b mu

−
−−−=  'b'aC'c m −−=  

 
f étant une parabole, la dérivée troisième ainsi que ses suivantes sont nulles. Le 

développement de Taylor de f est : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f S f S S S f S S S f St t t t t t t t t t t+ + += + − + −∆ ∆ ∆' ' '
1
2

2
 

Et un léger calcul conduit à : 

( ) 'c
e

'b
e

'a
Sf trtr2t ++= ∆∆  ( ) tr

t
tr2

t
t

eS
'b

eS
'a2

S'f ∆∆ +=  ( ) tr22
t

t
eS

'a2
S''f ∆=  

Le calcul de l'espérance est maintenant possible, il vient : 

C = ( )[ ]E e f S Sr t
t t t

−
+

∆
∆  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 



 −+−+× ++

−
tt

2
tttttttt

tr SS''fSS
2
1

S'fSSSfEe ∆∆
∆  

= ( ) [ ] ( ) ( )[ ] ( )






 −+−+× ++

−
tt

2
ttttttttt

tr S''fSSSE
2
1

S'fSSSESfe ∆∆
∆  

=

( )

( )





































+−+






















+−+





 ++

×
+

−

tr22
t

2
t

tr2
t

t²tr22
t

tr
t

tr2
t

t
tr

ttrtr2
tr

eS
'a2

SeS2eS
2
1

eS
'b

eS
'a2

SeS'c
e

'b
e

'a

e

∆
∆∆σ∆

∆∆
∆

∆∆
∆  

= ( ) ( )












 +−+













 +−+





 ++× +−

tr2
trt²tr2

trtr2
tr

trtr2
tr

e
'a2

1e2e
2
1

e
'b

e
'a2

1e'c
e

'b
e

'a
e ∆

∆∆σ∆
∆∆

∆
∆∆

∆  

Soit, C { }'c'be'ae t²tr ++×= − ∆σ∆  (4) 
 
Ici, les coefficients a et b calculés en de nombreux points de l'arbre pourront servir 

d'estimateur respectivement aux sensibilités δ et γ (dérivée partielle et seconde du prix de l'option 
par rapport au prix du sous-jacent). 
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C. Le modèle trinomial classique adapté 
Le choix d’une représentation trinomiale de l’évolution du prix de l’actif risqué sous-jacent 

est dû à Boyle (1986). Ce modèle est ici adapté à la forme de la diffusion du prix spot de l’actif 
risqué retenue précédemment. La convergence de l’approche est facilement démontrée à l'aide du 
théorème central limite de Lindeberg (Cf Annexe B). 
 

Le système de probabilité régissant la dynamique du prix de l’actif risqué dans l’univers 
risque neutre est : 

• Respect de l'espérance : p1 F u + p2 F + p3 F d = F ; 
• Respect du moment d'ordre 2 : p1 F² u² + p2 F² + p3 F² d² = F² eσ²∆t ; 
• Somme des probabilités égale à 1. 

La résolution du système conduit à : 

p1 = 1- p2 -p3, ( )dpp +−= 11 32  et 
( )

1²
1²

3 −+−
−=

∆

udd
e

p
tσ

 

La valeur du call au nœud père C est obtenue par l’actualisation des flux espérés : 

 ( )dmu
tr CpCpCpeC 321 ++= ∆−  (5) 

D. Comparaison des deux modèles trinomiaux 
Cette fois encore, étant donné que les deux modèles engendrent les mêmes valeurs du sous-

jacent dans les différents états de la nature possibles, il suffit de se placer à un nœud quelconque de 
l’arbre et de comparer la différence entre les deux valeurs du nœud père. Afin de simplifier le 
problème, il est similaire de considérer un modèle monopériodique et d’estimer l'écart capitalisé 
entre les équations (4) et (5). 

La valeur du prix du call au nœud père du modèle trinomial classique est repérée par l’indice 
T et celui du modèle parabolique par P. 

( ) ( )'''
2

321 cbeaCpCpCpCCe t
dmuPT

tr ++−++=− ∆∆ σ  

( )( )m
t

dmu CeaCpCpCp +−−++= ∆ 1'
2

321
σ  

( ) ( )( )












−+−
+−−−

−+−
−−

−+−
−−++=

∆∆∆

1²
11

1
1²

1
1²

1
222

321 udd
de

C
udd

ed
C

udd
e

CCpCpCp
t

m

t

u

t

ddmu

σσσ

 

0=  

Le constat est le même que pour le modèle binomial : les deux modèles trinomiaux sont 
équivalents. 

III.EXTENSION AUX OPTIONS EXOTIQUES 

La méthode par interpolation proposée ne nécessite pas le calcul des probabilités. Les liens 
établis avec les méthodes par arbre classiques révèle l’intérêt de cette méthode. A présent, le 
procédé est étendu aux options à barrière puis aux options à plusieurs actifs risqués dont la matrice 
des variances - covariances des rendements est diagonale. 
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A. Option à barrière 
Comme le soulignent Boyle et Lau (1994), une utilisation "naïve" du modèle binomial de 

CRR peut conduire à d'importantes erreurs dans l’évaluation des options à barrière. En 1995, 
Ritchken puis Cheuk et Vorst ont proposé de mettre à profit la souplesse du modèle trinomial de 
Boyle pour apporter une solution à l’évaluation de ces options. Leurs méthodes consistent à faire 
coïncider l'un des niveaux de prix de l'actif risqué avec la valeur de la barrière. L'arbre d'évolution 
ainsi construit permet de respecter la distribution mathématique du prix de l'option. 

L'approche par interpolation binomiale3 peut être utilement adaptée à l’évaluation des options 
à barrière. La fonction du prix de l'option par rapport au prix de l'actif risqué n'est plus forcément 
convexe comme le montre le graphique ci-dessous dans le cas d'un call de type up & out. Elle peut 
toutefois être approchée localement par une fonction linéaire. 

Prix d'un call up & out
en fonction du prix de l'action

0
0.25
0.5

0.75
1

50 60 70 80 90 100 110

Prix de l'action

 
avec : K=90 ; r = 5% ; τ = 1 an ; σ = 25 % ; Barrière = 110. 

 
Afin d'illustrer la modification nécessaire à ce type d’évaluation, un univers monopériodique 

est considéré. Le cas d’un call down and out est retenu pour la présentation de la méthode. 
Le graphique suivant montre qu'une utilisation "naïve" de la méthode par interpolation peut 

fortement biaiser le prix de l'option. A l'instar du modèle de CRR, l'hypothèse d'interpolation linéaire 
appliquée à l'évaluation d'une option à barrière engendre une surestimation du prix de l'option. En fait, 
au voisinage de la barrière, le prix de l'option ne devrait pas être estimé par une simple fonction 
linéaire f comme précédemment. Une fonction continue linéaire par morceaux f ' semble plus 
appropriée. 
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Où la valeur de la barrière est notée B et le rebate R. 
 
Il suffit de remplacer la fonction f par la fonction f ' que l'on calcule aisément selon le procédé 

déjà utilisé pour les arbres binomial et trinomial. Soient a et b deux réels. f ' est de la forme : f '(S) = 
aS + b si S>B et f '(S) = R si S≤B. 

Seule la demi-droite S>B est intéressante. Un rapide calcul permet d'obtenir les valeurs de a 

et de b : 
u

u

FB
CR

a
−
−=  et aBRb −= . 

A l'aide d'un développement de Taylor à l'ordre 1 et par actualisation de la valeur de la 
fonction f ' du call down & out, il vient : 
 { }baFeC tr += ∆−  (6) 

La mise en œuvre du modèle multipériodique implique la conjugaison de l'approche linéaire 
primaire lorsque, pour un schéma binomial donné, le prix de l'actif ne franchit pas la barrière, et 
l'adaptation proposée, lorsque le prix de l'actif franchit la barrière. Il peut être montré que localement 
la volatilité du rendement du prix de l'actif, résultant de cette interpolation, n'est plus alors en 
adéquation avec la volatilité du rendement en continu. En annexe C, un exemple d'évolution des 
arbres de prix de l'actif sous-jacent et du call est développé. 

B. Option dépendant de plusieurs actifs risqués 
L'approche par interpolation peut être étendue au cas d'une option à plusieurs actifs risqués 

dont les rendements sont indépendants. Toutefois, le principe de la méthode est présenté dans le cas 
d’une option ne reposant que sur deux actifs. 
Les hypothèses H1 à H3 sont reprises. 

Dans l'univers risque neutre, les processus de diffusion des actifs S et T sont respectivement 
les suivants : 

tS dWSSrdtdS σ+=  

tT dVTTrdtdT σ+=  

Où : 
• St (resp. Tt) est le prix de l'action 1 (resp. 2) à l'instant t ; 
• σS (resp. σT)est la volatilité du rendement de l'action 1 (resp. 2) ; 
• Wt (resp. Vt) est un brownien standard propre à l'action 1 (resp. 2) ; dWt dVt = 0. 

 
L’évolution du prix des actifs risqués est représentée par des processus binomiaux 

orthogonaux identiques à celui du modèle binomial linéaire. En conséquence, l’évolution du prix de 
l'option peut être représentée par un arbre quadrinomial. 
 

On note : 
S

t
S d

eu S
1== ∆σ  et  

T

t
T d

eu T
1== ∆σ . 
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Les valeurs correspondantes de l’option sont : 

C

Cuu

Cud

Cdu

Cdd

Hausse
action T

Baisse
action S

 

 
Tandis que dans les cas précédents, une courbe suffisait pour appréhender le prix de 

l'option, une surface est ici nécessaire4. Il est possible de choisir une surface f ayant la forme suivante 
: 

 
( ) dcTbSaSTTSf +++=,  

 
Le calcul du prix de l'option s'effectue par celui de l'espérance de la fonction f actualisée. 

Après calcul, il vient (Cf annexe D) : 

 C = ( )[ ]E e f S T S Tr t
t t t t t t

−
+ +

∆
∆ ∆, , ( ) 







 +++




 −−−= ∆

∆∆
∆− '''1

1
2

' 2
dcbe

ee
a

e tr
trtr

tr  (7) 

Où les coefficients a’, b’, c’ et d’ sont donnés par : 

( )( )SSTT

ddduuduu

dudu
CCCC

a
−−

+−−
='  ( ){ }TSTSuudu

SS

uuudaCC
ud

b −−−
−

= '
1

'  

( ) S
TT

uuud ua
ud
CC

c '' −
−
−

=  TSTSuu ucubuuaCd '''' −−−=  

 

IV. APPLICATIONS NUMERIQUES 

Dans cette dernière section, les méthodes d’évaluation proposées sont mises en œuvre. La 
convergence numérique des approches linéaires et paraboliques est illustrée dans le cas d'une option 
européenne. Puis, la convergence numérique des extensions de la méthode par interpolation aux cas 
des options à barrière et à celui des options à deux actifs risqués est ensuite vérifiée à l'aide de deux 
call. 
 
Données initiales :  
Call ; S = 100 ; K =100 ; σ : 25 % ; r : 5 % ; τ : 1 an ; λ = 31/2 
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C o n v e r g e n c e  d e s  p r i x  d u  c a l l  o b t e n u s  p a r  l e s  m o d è l e s  
i n t e r p o l é s  v e r s  l e  p r i x  B S

12 .2

1 2 . 2 5

12 .3

1 2 . 3 5

12 .4

1 2 . 4 5

12 .5

1 0 3 0 5 0 7 0 9 0

N o m b r e   d e  p é r i o d e s

P
ri

x 
du

 c
al

l

m o d è l e  l i n é a i r e m o d è l e  p a r a b o l i q u e B S
 

Dans ce premier graphique, les oscillations typiques des modèles binomiaux et la 
convergence plus lissée des modèles trinomiaux est retouvée. Les erreurs relatives des deux 
approches sont comparables à celles obtenues par les modèles originaux de CRR et de Boyle. 

Données initiales : 
Call down & out ; S = K = 100 ; σ = 20% ; B = 90 ; r = 5% ; τ = 1 an ; R = 0. 

P r i x  d u  c a l l  d o w n  &  o u t  e n  f o n c t i o n
d u  m o d è l e  l i n é a i r e  a d a p t é

8 . 6 4

8 . 6 6

8 . 6 8

8 . 7

8 . 7 2

5 0 7 0 9 0 1 1 0 1 3 0 1 5 0

N o m b r e  d e  p é r i o d e s

P
ri

x 
d

u
 c

a
ll

L i n é a i r e  i n t e r p o l é M e r t o n
 

 
Le biais local introduit sur la volatilité du rendement de l'actif risqué n'a qu'une très faible 

incidence sur la valeur de l'option. En revanche, le gain résultant de l'adaptation de la méthode aux 
options à barrière est considérable par rapport aux modèles binomiaux classiques. Dans l'exemple 
traité, l'erreur relative est inférieure à 0,5 % pour un nombre de périodes supérieurs à 100 tandis que 
pour le modèle de CRR des pics d'erreurs relatives supérieurs à 10 % sont obtenus, l’erreur 
moyenne étant environ dix fois supérieure à celle atteinte avec le modèle interpolé. 

 
Données initiales : 
Call rainbow sur 2 actifs ; S : 100 ; σS : 25 % ; T : 95 ; σT : 30 % ; K = 100 ; r : 5 % ; τ = 1 an 
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Convergence du prix du modèle quadrinomial interpolé vers le prix de 
Stulz

20.45

20.5

20.55

20.6

20.65

20.7

10 30 50 70 90

Nombre de périodes

P
ri

x

Arbre Interpolé Stulz
 

L'exemple sur un call 2-color rainbow montre bien que localement la fonction du prix du call 
peut être approchée par une surface de la forme ( ) dcTbSaSTTSf +++=, . D'autres tests ont 
été réalisés avec des arbres hexanomial et nonomial permettant de mieux prendre en compte la 
convexité de la fonction par l'intermédiaire de termes en S², T²… Malgré la diminution de l'erreur 
relative commise, les temps de calculs ne justifient pas d'alourdir l'approche. 
 
Conclusion : 
 

Comme nous l’avons démontré, les approches par arbre de prix interpolés correspondent à 
des méthodes traditionnelles. Ces méthodes permettent de transcrire la convexité du prix des options 
en fonction de la valeur du prix de l'actif sous-jacent. Sous certaines conditions, les options à barrière 
et les options contingentes à plusieurs actifs risqués peuvent être évaluées par cette approche. Une 
extension immédiate aux options à barrière outside aurait pu être proposée. Toutefois, cette méthode 
ne peut être appliquée qu'avec une extrême précaution. Les liens établis avec les approches 
traditionnelles prouvent que les coefficients multiplicatifs de hausse et de baisse du prix de l'actif 
risqué n'ont pas été arbitrairement choisis. Ils correspondent aux coefficients qui assurent la 
convergence mathématique du prix de l'option. 

 
 

 
ANNEXES 

 
Annexe A : Convergence du modèle binomial classique adapté 

 
La preuve de la convergence du modèle binomial adapté peut être obtenue de la même 

manière que pour le modèle binomial simple. La preuve apportée ici n'est donc que partielle et a pour 
but de montrer que le modèle adapté vérifie les contraintes suffisantes des théorèmes mis en œuvre par 
CRR pour démontrer la convergence en loi du modèle vers celui de BS. 
Soit S* une valeur de l'actif risqué au bout de n périodes. 
A l'instar du modèle de CRR, il est aisé de vérifier que le modèle adapté vérifie : 

nˆndlog
d
u

logq
S
*S

logE µ=







+





=













  ( ) nˆn

d
u

logq1q
S
*S

logVar 2

2

σ=












−=
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Où q désigne la probabilité de hausse de l’actif risqué dans l’univers risque neutre. 
Pour que la convergence soit assurée, il est nécessaire que : 

( ) 









→













−

→







+







tn
d
u

logq1q

tndlog
d
u

logq

2

2

σ

µ
 lorsque n → ∞. 

A l'aide de développements limités, on vérifie que les paramètres : 
ttreu ∆σ∆ +=  ttred ∆σ∆ −=  t

4
1

2
1

q ∆σ−=  

permettent d'obtenir pour tout n : 

tnˆ µµ =  et t
n4

1
1nˆ

2
22









−=

σ
σσ  

Et par conséquent, lorsque n → ∞, tnˆ µµ =  et tnˆ 22 σσ = . Remarquons toutefois que le nombre 
de périodes de discrétisation de l'intervalle de gestion doit être suffisamment grand pour assurer 
l'existence de la probabilité q (q doit être strictement comprise entre 0 et 1). 
De là, on peut appliquer le théorème central limite qui permet d'assurer la convergence suivante lorsque 
n → ∞ : 

( )zNz
nˆ

nˆ
S
*S

log
Prob →



















≤
−

σ

µ
 

Par ailleurs, lorsque n → ∞, il est facile de vérifier que la probabilité q vaut 1/2 et donc aucun 
phénomène d'absorption n'en résulte. 
Enfin, les autres résultats nécessaires à la démonstration de la convergence dépendent spécifiquement 

du rapport 
d
u  du modèle de CRR. Or celui-ci est égal au rapport 

d

u  du modèle adapté. 

L'ensemble de ces résultats permettent d'assurer la convergence de l'approche vers le modèle 
de Black et Scholes comme l'ont montrée CRR. 
 

Annexe B : Convergence du modèle trinomial adapté 
 

Ce théorème a notamment été utilisé par Tian (1993) dans le cadre de modèles binomial et 
trinomial d'évaluation d'actif optionnel. Nous en reprenons la présentation. 
Les conditions du théorème central limite de Lindeberg, appliquées à un modèle trinomial, sont : 
• Les probabilités p1, p2 et p3 appartiennent à l'intervalle ouvert ] 0; 1[ et ne convergent pas vers ces 

bords; 
• La somme des probabilités vaut 1 ; 
• Les coefficients multiplicatifs u, m et d de hausse, de tendance moyenne et de baisse sont 

indépendants du niveau du prix de l'actif ; 
• La moyenne de la distribution trinomiale est égale à la moyenne de la distribution lognormale ; 
• La variance de la distribution trinomiale est égale à la variance de la distribution lognormale. 
 
Mathématiquement, ces hypothèses peuvent être restreintes aux conditions : 
• 1ppp 321 =++ , 1p,p,p0 321 <<  
• Mdpmpup 321 =++  
• V²M²dp²mp²up 321 =++  

où u, m et d sont des constantes et, treM ∆=  et t2
eV ∆σ= . 

L'application directe de ce théorème assure la convergence de l'approche trinomiale adaptée. 
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Annexe C : Application numérique du modèle binomial  au cas d'un call down & out 

 
Le modèle linéaire est ici appliqué au cas d'un call down & out avec les données initiales 

suivantes : 
S = K = 100 ; σ = 20% ; B = 90 ; r = 5% ; τ = 1 an ; R = 0 ; Nombre de périodes : 7. 
 

Arbre d'évolution du prix de l'actif risqué 
 

      178.45 
     164.28  
    151.24  153.41 
   139.23  141.23  
   128.17  130.02  131.89 
  117.99 119.69  121.41  
 108.63  110.19  111.77  113.38 

100  101.44 102.90  104.38  
 93.38  94.73  96.09  97.47 
  87.21 88.46  89.73  
   81.44  82.61  83.80 
   76.05  77.14  
    71.02  72.04 
     66.32  
      61.93 

 
Arbre d'évolution du prix du call down & out 

 
      78.45 
     64.99  
    52.66  53.41 
   41.35  41.94  
   31.17  31.44  31.89 
  22.51 22.16  22.13  
 15.29  14.79  13.86  13.38 

8.90  8.82 8.16  6.39  
 3.10  3.40  2.99  0.00 
  0.00 0.00  0.00  
   0.00  0.00  0.00 
   0.00  0.00  
    0.00  0.00 
     0.00  
      0.00 
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Annexe D : Calcul de l'espérance de l'option dépendant de deux actifs 
 

La fonction f : 
( ) dcTbSaSTTSf +++=,  

 
L'hypothèse d'interpolation permet d'évaluer les coefficients a, b, c et d par l'intermédiaire du 

système suivant : 
• ducTeubSeuuaSTeC T

tr
S

tr
TS

tr
uu +++= ∆∆∆2  

• ducTedbSeudaSTeC T
tr

S
tr

TS
tr

du +++= ∆∆∆2  

• ddcTeubSeduaSTeC T
tr

S
tr

TS
tr

ud +++= ∆∆∆2  

• ddcTedbSeddaSTeC T
tr

S
tr

TS
tr

dd +++= ∆∆∆2  
 
Afin de simplifier les équations, le changement de variable suivant est introduit : 

traSTea ∆= 2' , trbSeb ∆=' , trcTec ∆='  et dd ='  
 
La résolution du système aboutit aux valeurs a’, b’, c’ et d’ suivantes : 

( )( )SSTT

ddduuduu

dudu
CCCC

a
−−

+−−
='  ( ){ }TSTSuudu

SS

uuudaCC
ud

b −−−
−

= '
1

'  

( ) S
TT

uuud ua
ud
CC

c '' −
−
−

=  TSTSuu ucubuuaCd '''' −−−=  

 
Toutes les dérivées de degré 3 de la fonction f sont nulles. De ce fait, à l'aide du 

développement de Taylor, il vient : 
( ) dcTbSTaSTSf tttttttttttt +++= ∆+∆+∆+∆+∆+∆+ ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttTttttttSttttt TSfTTTSfSSTSf ,,, ∆+∆+∆+∆+ −+−+=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ttSTtttttttttTTttttttSSttt TSfTTSSTSfTTTSfSS ,,
2
1

,
2
1 22 −−+−+−+ ∆+∆+∆+∆+∆+∆+  

Un rapide calcul conduit à : 

( ) '
'''

,
2

d
e
c

e
b

e
a

TSf
trtrtrtt +++=

∆∆∆
 ( )

trtttST STe
a

TSf
∆∆+ =

2

'
,  

( )
tr

t
tr

t
tttS eS

b
eS
a

TSf
∆∆∆+ += ''

,
2

 ( ) 0, =∆+ tttSS TSf  

( )
tr

t
tr

t
tttT eT

c
eT
a

TSf
∆∆∆+ += ''

,
2

 ( ) 0, =∆+ tttTT TSf  

 
La remontée de l’arbre s’effectue par le calcul de l'espérance de la fonction f actualisée. 

( )[ ]E e f S T S Tr t
t t t t t t

−
+ +

∆
∆ ∆, ,  

( ) ( ) 




 +−+





 +−+



 +++=

∆∆
∆−

∆∆
∆−

∆∆∆
∆−

trtr
tr

trtr
tr

trtrtr
tr

e
c

e
a

e
e
b

e
a

ed
e
c

e
b

e
a

e
''

1
''

1'
'''

222
 

( )( ) tr
trtr

e
a

ee ∆
∆∆ −−+ 2

'
11  





 −+++= ∆∆

∆−
trtr

tr

e
a

cb
e

a
de

2

'
''

'2
' ( )( ) tr

trtr

e
a

ee ∆
∆∆ −−+ 2

'
11  
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( ) 






 +++




 −−−= ∆

∆∆
∆− '''1

1
2

' 2
dcbe

ee
a

e tr
trtr

tr  

 
                                                 
1 Un agent économique est supposé rationnel lorsqu’il préfère posséder plus que posséder moins. 
2 Le premier modèle trinomial d'évaluation d'une option est dû à Boyle en 1986. Le paramètre λ introduit par Boyle 
doit être ajusté de sorte à ce que les trois probabilités de transition du prix de l'actif au sein de l'arbre soient 
cohérentes. Une première condition étant λ > 1. 
3 L'évaluation des options à barrière selon le modèle trinomial peut présenter une difficulté qui peut être résolue 
selon différents procédés, notamment en ayant recours localement à une interpolation linéaire. 
4 Selon le type d'option dépendant de plusieurs actifs considéré, le prix de l'option n'est pas convexe par rapport à 
chacun des actifs. 
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